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Sommaire

Les manipulateurs paralléles ont des caractéristiques intéressantes pour certaines
applications. Ils ont une grande capacité portante relative a leur masse totale et
peuvent avoir une précision importante relative aux manipulateurs sériels. Cepen-
dant, ils souffrent d’un espace de travail réduit et d’une complexité élevée. Ils ont
aussi des singularités a l'intérieur de I'espace de travail. Afin de remédier & certains
des inconvénients des manipulateurs paralleles, certains chercheurs ont ajouté de la
redondance cinématique.

Dans cette these, quatre architectures de manipulateurs paralléles plans avec re-
dondance cinématique sont étudiées, les manipulateurs n-PRRR, n-PRPR, n-RRRR
et n-RRPR. Tous ces manipulateurs ont un actionneur redondant ajouté a la base
de chacune de leurs pattes. Cet actionneur ajoute alors un degré de liberté de redon-
dance cinématique & chaque patte.

L’objet de ce projet est de développer une méthode efficace pour déterminer
I’espace dextre des manipulateurs étudiés. L’espace dextre est défini comme 1’es-
pace qu’un manipulateur peut atteindre avec toutes les orientations. Pour les ma-
nipulateurs plans, I’espace dextre contient tous les points oli 'organe terminal peut

compléter une révolution. Une méthode géométrique est explorée dans ce travail car
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elle fournit une solution exacte. En plus, la performance d’une méthode géométrique
n’est pas reliée a la précision de la solution, ce qui permet de ['utiliser dans un
algorithme d’optimisation.

La méthode géométrique présentée dans ce travail peut étre résumée en trois
étapes générales. La premiere est de déterminer ’espace dextre de chacune des pattes
du manipulateur. Ensuite, I'intersection de I’espace dextre de ces pattes est trouvée
afin d’obtenir une représentation géométrique de l'espace dextre du manipulateur.
Finalement, & partir de cette représentation géométrique, l'aire de la surface de
I’espace dextre est calculée pour quantifier I’espace dextre.

Des exemples de 'application de cette méthode aux manipulateurs étudiés sont
présentés. Enfin, il est démontré que la méthode peut étre appliquée aux manipu-
lateurs hybrides ou les pattes ont n’importe quelle combinaison des architectures

présentées.



Summary

Parallel manipulators have interesting properties for certain applications. They
benefit from a high payload capacity as well as a relatively high accuracy compared
to their serial counterparts. However, they suffer from a reduced workspace that
contains internal singularities as well as an inherent complexity in design. In order
to reduce certain drawbacks of parallel manipulators, researchers have explored the
use of kinematic redundancy.

In this thesis, four kinematically redundant planar parallel manipulator architec-
tures are studied, n-PRRR, n-PRPR, n-RRRR, and n-RRPR manipulators. These
architectures all have one actuated joint added to the base of each of their chains.
This actuator adds one degree of freedom of kinematic redundancy to each chain.

The purpose of this work is to develop an efficient method to determine the
dexterous workspace of the studied manipulators. The dexterous wquspace is defined
as the area where the end-effector of a manipulator can reach with all orientations.
For planar manipulators, the dexterous workspace contains all the points where the
end-effector platform can complete a full revolution. A geometric method is chosen
for it’s ability to provide an exact solution. Furthermore, the performance of such a

method is independent of the desired precision. Such a method is therefore suitable
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for use in an optimization algorithm.

The geometric method presented in this work can be summarized by three steps.
First, the dexterous workspace of each chain is determined. Then, the intersection
of the dexterous workspace of each chain is found which yields the geometric re-
presentation of the dexterous workspace of the manipulator. Finally, the dexterous
workspace area is computed from its geometric representation in order to quantify
the dexterous workspace.

Examples of the application of the developed method on the studied manipulators
are presented. Finally, it is observed that the method can also be applied to hybrid

manipulators that have combinations of any of the kinematic chains studied.
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Chapitre 1

Introduction

Les manipulateurs sont des mécanismes qui servent & manipuler des objets. Ceux-
ci sont souvent utilisés dans l'industrie afin de faire des taches répétitives, dange-
reuses ou dans un environnement néfaste aux humains. Par contre, des manipulateurs
ne peuvent pas encore complétement remplacer des travailleurs. Par exemple, pour
des taches ou une inspection complexe est nécessaire, les humains sont encore plus
performants.

Il existe plusieurs architectures de manipulateurs qui ont chacun des avantages
et des inconvénients. Dans ce premier chapitre, une introduction aux différents types
de manipulateurs est donnée et une bréve explication de certains critéres de concep-
tion est fournie. L’état des connaissances du domaine étudié dans ce travail est
présenté au prochain chapitre. Par la suite, les architectures des manipulateurs
étudiés sont présentées suivies par un chapitre décrivant une méthode générale pour
la détermination de I'espace dextre des manipulateurs paralleles plans. La méthode

pour la détermination de ’espace dextre de chaque patte des manipulateurs étudiés
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est ensuite présentée et dans le chapitre suivant, la méthode pour déterminer ’espace
dextre des manipulateurs est détaillée. Une conclusion présente une discussion des

résultats de cette étude.

1.1 Manipulateurs sériels et paralleles

Historiquement, les manipulateurs étaient basés sur le bras humain ol chaque
membre est relié au prochain par une articulation actionnée. Les membres et les
articulations sont tous enchainés en série reliant la base du bras (équivalent au corps
d’un humain) & un organe terminal qui manipule directement les objets (équivalent
aux doigts de la main humaine). Ces manipulateurs ont une architecture dite sérielle.
Ces manipulateurs ont un espace de travail relativement grand et sont plus faciles a
piloter.

Un inconvénient des manipulateurs sériels est qu’ils ont une masse trés impor-
tante. Puisqu’il y a un moteur dans chaque articulation, une grande partie de la
puissance fournie par les actionneurs est utilisée pour entrainer la masse des action-
neurs plus preés de P'organe terminal. Pour cette raison, les manipulateurs sériels ont
une inertie trés importante qui peut causer des pertes de précision et de rapidité.
Afin de remédier a ces inconvénients, les chercheurs ont introduit des manipulateurs
d’architecture de type paraliéle.

Une étude détaillée de l'origine des manipulateurs paralleles est présentée par
Bonev (2003). Plusieurs chercheurs attribuent ’origine des manipulateurs paralleles
a Gough et Stewart. Par contre, le travail de Bonev indique que certains individus

méconnus ont joué un réle important dans 'invention des manipulateurs paralleles.
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Il semble que le premier manipulateur paralléle a été congu par James E. Gwinnett
qui a obtenu un brevet en 1931 sur ce manipulateur parallele pour la simulation
de mouvements pour le divertissement des gens. Cependant, il n’est pas clair si ce
manipulateur a été construit ou non. Il parait alors que le premier manipulateur a
étre construit a été congu par Willard Pollard Jr. en 1934. Ce manipulateur était
utilisé pour appliquer de la peinture par jet.

En 1947, Eric Gough, employé chez Dunlop Rubber Company en Angleterre,
a inventé le manipulateur paralléle & six degrés de liberté (DDL) avec actionneurs
prismatiques qui est bien connu (Gough, 1962). Son manipulateur a été congu pour
soumettre des pneus & des charges complexes pour vérifier leur performance. Gough
semble étre le premier a concevoir ce type de manipulateur. Par contre, dans la
communauté scientifique, Stewart est souvent associé avec ce type de manipulateur
di a son article scientifique publié en 1965 (Stewart, 1965). Ce manipulateur était
congu pour la simulation de vol. Depuis ce temps, la plate-forme de Gough est souvent
nommée la plate-forme de Stewart.

En 1964, Klaus Cappel a demandé un brevet aux Etats-Unis pour un manipu-
lateur parallele & six DDL. Il a développé ce manipulateur sans connaissance du
manipulateur de Gough et avant I’article de Stewart. Cependant, cette contribution
est généralement ignorée par la communauté scientifique.

Les architectures paralléles permettent de fixer les actionneurs, ou au moins les
actionneurs les plus lourds, a la base de plusieurs chaines cinématiques. Ceux-ci sont
nommés manipulateurs paralléles car plusieurs chalnes cinématiques relient la base
du manipulateur et une plate-forme (1a ou 'outil est fixé) en paralléle. Ceci réduit

grandement la masse et I'inertie du systéme, ce qui engendre des augmentations de
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performance et permet une rapidité relativement grande (Merlet, 1997). Ces mani-
pulateurs sont souvent utilisés pour des opérations de transfert (pick and place) ou
il s’agit simplement de prendre un objet, de le déplacer et de le poser. Ces taches
ont souvent besoin d’étre accomplies avec une rapidité tres élevée. Dii & la capacité
d’accélération relativement grande et a la précision potentielle des manipulateurs pa-
ralleles, ils peuvent étre tres efficaces pour ce type de tache. Une architecture paralléle
permet aussi d’augmenter la capacité portante relative a la masse du manipulateur.

Cependant, les manipulateurs paralleles ont aussi quelques inconvénients. Leur
espace de travail est restreint di au fait que plusieurs chaines cinématiques ajoutent
des contraintes au mouvement. En plus, des types de singularité qui ne sont pas pos-
sibles avec les architectures sérielles se présentent dans 1’\espace de travail de plusieurs
architectures paralleles. Le modele géométrique direct est aussi plus compliqué et n’a
normalement pas de solution explicite, par contre le modéle géométrique inverse est

souvent plus simple avec une ou quelques solutions explicites.

1.2 Manipulateurs plans, sphériques et spatiaux

En plus de la distinction des manipulateurs paralléles et sériels, ceux-ci peuvent
étre divisés en manipulateurs plans, sphériques et spatiaux. La différence entre ces
types est surtout leur type de DDL.

Les manipulateurs plans sont des manipulateurs qui se déplacent dans un plan
(voir par exemple, Bajpai et Roth (1986), Sefrioui et Gosselin (1992) et Merlet
(1996a)). Ils ont alors deux DDL de translation (x,y, par exemple) et un DDL pour

orienter I'outil dans le plan. L’axe d’orientation des manipulateurs plans est donc
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perpendiculaire aux directions de translation. Des manipulateurs plans ont besoin
de trois actionneurs pour controler les trois DDL.

Les manipulateurs sphériques ont aussi trois DDL, mais en orientation, c’est-
a~dire, de tels manipulateurs peuvent orienter un objet en trois dimensions (voir
par exemple, Gosselin et Angeles (1989), Gosselin et al. (1996) et Kong et Gosselin
(2004)). Encore une fois, trois actionneurs sont nécessaires pour contréler les trois
DDL de mouvement.

Finalement, les manipulateurs spatiaux sont des manipulateurs qui peuvent po-
sitionner et orienter 'organe terminal en trois dimensions (voir par exemple, Hunt
(1983) et Fichter (1986)). Ils ont alors jusqu’a six DDL de mouvement et ont donc
besoin de jusqu’a six actionneurs. La majorité des manipulateurs sériels & utilisation
générale sont de ce type. Ceux-ci sont les plus proches du modséle du bras humain.

Quelques autres types de manipulateurs existent, par exemple, des manipulateurs
plans avec un actionneur prismatique ajouté & l'outil pour permettre une transla-
tion sur I’axe perpendiculaire au plan. Dans ce travail, les manipulateurs paralleles
plans sont les seuls étudiés. Par contre, les manipulateurs étudiés ont plus de trois

actionneurs et sont dits redondants.

1.3 Redondance

1l existe généralement deux types de redondance pour les manipulateurs paralléles
(Zanganeh et Angeles, 1994). Premiérement, la redondance d’actionnement est lors-
gu’une articulation normalement passive est convertie en articulation actionnée (voir

par exemple, Kock et Schumacher (1998), Nokleby et al. (2005) et Nokleby (2005)).
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Par exemple, le manipulateur 3-RRR ! aurait une redondance d’actionnement si les
pattes avaient deux actionneurs (3-RRR). Ce type de redondance aide & éviter cer-
taines singularités & 'intérieur de 'espace de travail. Ce type de redondance offre
aussi une petite capacité d’éviter des obstacles.

Le deuxieme type de redondance est la redondance cinématique (Wang et Gos-
selin, 2004). Ce type de redondance est présent lorsqu’une ou plusieurs articula-
tions actionnées sont ajoutées a une ou plusieurs des pattes d'un manipulateur.
Par exemple, de la redondance cinématique ajoutée au manipulateur 3-RRR pour-
rait créer un manipulateur 3-PRRR oll un actionneur prismatique est ajouté a la
base de chaque chalne cinématique. Ce type de redondance peut aussi étre vu dans
des manipulateurs sériels afin d’ajouter la capacité d’éviter des obstacles. Avec ce
type de redondance, il est souvent possible de complétement éviter les singularités
a l'intérieur de 1’espace de travail. Le modele géométrique inverse a une infinité de

solutions. Les manipulateurs étudiés dans ce travail possedent ce deuxieme type de

redondance.

1.4 Espaces de travail des manipulateurs pa-
ralleles plans

L’espace de travail est 'espace dans lequel un manipulateur peut opérer. 1l existe

plusieurs sous-ensembles de 1’espace de travail qui permettent d’effectuer différents

1. La notation 3-RRR indique que le manipulateur a trois chaines cinématiques, chacune com-
posée d’un actionneur rotoide et deux articulations rotoides passives. Dans cette notation, R signifie
un actionneur rotoide, R signifie une articulation rotoide passive et P indique un actionneur pris-
matique.
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types de tdche. Dans cette section, les différents types d'espace de travail sont
présentés en considérant les manipulateurs paralléles plans. Tous les types d’espace
de travail sont alors des zones dans le plan de mouvement du manipulateur.

L’espace atteignable des manipulateurs est ’espace de travail le plus grand et est
défini comme [’espace que 'organe terminal d’un manipulateur peut atteindre avec
au moins une orientation. Ce type d’espace de travail est souvent tres utile pour les
manipulateurs qui font des opérations de transfert lorsque les objets peuvent étre
pris de n’importe quel angle.

L’espace & orientation constante est I’espace que I'organe terminal peut atteindre
avec une orientation spécifique. Ce type d’espace de travail est important lorsque les
objets a4 manipuler doivent toujours étre orientés dans une orientation fixe.

Parfois, il est utile de visualiser ’espace de travail en trois dimensions. Avec
Pespace de travail & orientation constante, il est possible de déterminer ’espace de
travail en fonction de 'orientation de ’organe terminal. En discrétisant ’orientation
de 'organe terminal, il est possible d’obtenir une représentation tridimensionnelle de
P’espace de travail en fonction de l'orientation.

L’espace de travail dans une gamme d’orientations est I’espace dans lequel chaque
point peut étre atteint avec toutes les orientations dans une certaine gamme. Un
sous-ensemble de ce type d’espace de travail est I’espace dextre qui est ’espace de
travail ol toutes les orientations sont possibles. Pour les manipulateurs paralleles
plans, c’est I’espace de travail dans lequel la plate-forme de I'organe terminal peut

compléter une pleine révolution.
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1.5 Objectifs de la recherche

L’objectif de ce travail est de développer une méthode efficace pour la
détermination de P’espace dextre des manipulateurs paralleles plans avec redon-
dance cinématique. Di a la complexité de I’architecture de tels manipulateurs, la
détermination de leur espace dextre n’est pas triviale.

1l existe quelques méthodes pour ’obtention de I’espace dextre des manipulateurs
paralleles plans. En particulier, une méthode par discrétisation est souvent utilisée
pour sa simplicité. Afin d’employer une telle méthode & la détermination de l’es-
pace dextre, il suffit d’avoir un test pour vérifier si un point dans le plan est dans
I’espace dextre ou non. Ensuite il suffit de diviser un espace suffisamment grand
en plusieurs points et de vérifier chacun pour leur inclusion dans ’espace dextre.
Cependant, cette méthode ne fournit pas une solution exacte et son efficacité est
inversement proportionnelle & la précision de la solution qu’elle fournit (nombre de
points pour la discrétisation). Les méthodes par discrétisation sont choisies lorsque
I’espace dextre est & déterminer une ou quelques fois. Par contre, de telles méthodes
ne sont pas adaptées pour des applications ou l'espace dextre est utilisé comme
critére d’évaluation dans un algorithme d’optimisation.

Pour cette raison, une méthode géométrique pouvant donner une solution exacte
dans un temps de calcul relativement court augmente l'efficacité de la concep-
tion des manipulateurs paralleles plans. En plus, les méthodes géométriques sont
généralement tres visuelles et par conséquent, il est plus facile de comprendre le
fonctionnement de la méthode car chaque étape est basée sur l’architecture des ma-~

nipulateurs étudiés. Par contre, le développement d’une méthode géométrique pour
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les manipulateurs paralléles plans avec redondance cinématique est plus difficile que
pour les manipulateurs non-redondants.

La méthode proposée se base sur la détermination de I’espace dextre de la partie
sans redondance de chaque patte. Ensuite elle ajoute 'effet des actionneurs redon-
dants et détermine l'intersection de ’espace dextre de chaque patte. Finalement,
avec la représentation géométrique de ’espace dextre du manipulateur, elle utilise
le théoreme de la divergence de Gauss pour calculer l'aire de 'espace dextre. Cette
derniére est une valeur scalaire et peut facilement étre utilisée comme critére d’opti-

misation.



Chapitre 2

Etat des connaissances

2.1 Espace dextre des manipulateurs 3-RRR

Les manipulateurs paralleles plans ont été étudiés a plusieurs reprises dans les
derniers 25 ans. Une architecture connue est le manipulateur paralléle plan a trois
DDL : le 3-RRR. Puisque ’espace dextre est un critére important dans la concep-
tion des manipulateurs paralleles plans, plusieurs chercheurs se sont penchés sur sa
détermination.

Gosselin et Angeles (1988) ont étudié 'optimisation des manipulateurs 3-RRR
symétriques en se basant sur quatre critéres. Ces critéres sont la symétrie, 'existence
d’un espace dextre, la maximisation de I’espace de travail et 1'isotropie de la matrice
Jacobienne du manipulateur. Les auteurs ont constaté les frontiéres de l'espace &
orientation constante de chaque patte comme le lieu géométrique ot les liens proximal
et distal sont completement repliés ou allongés. Puisque le manipulateur considéré est

symétrique, ils ont identifié que I'espace dextre de ces manipulateurs est équivalant

10
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& 'espace avec une orientation de 7 rad. La méthode pour trouver I’espace dextre
fonctionne bien pour des manipulateurs symétriques mais est difficilement appliquée
aux manipulateurs de géométrie générale.

Kumar (1992) a utilisé les torseurs pour identifier I’espace atteignable ainsi
que l’espace dextre des manipulateurs paralleles. Cette méthode trouve les lieux
géométriques (courbes) qui correspondent aux configurations ol le torseur réciproque
& l'organe terminal a un pas nul. Ensuite, la méthode détermine lesquelles de ces
courbes font partie de la frontiére de I'espace de travail. Pour ceci, elle teste un point
de chaque c6té de la courbe. Si un point est dans ’espace de travail (ou dextre) et
Pautre ne l'est pas, la courbe en question fait partie de la frontiére de l'espace de
travail (ou dextre). L’identification des lieux géométriques est compliquée et n’est
pas tres visuelle. Dans cet article, I’auteur définit aussi I’espace dextre contrdlable
comme l'espace que l'organe terminal peut atteindre et & 'intérieur duquel il peut
tourner de 27 rad sans atteindre de configurations singulieres. Ce sous-ensemble de
I’espace dextre est tres petit et n’existe que dans des conditions spécifiques.

Pennock et Kassner (1993) ont fait 'étude de l’espace de travail en fonction
de l'orientation de 'organe terminal (espace & orientation constante). Ils ont aussi
utilisé une méthode géométrique pour trouver ’espace dextre des manipulateurs 3-
RRR non-symétriques. Cette méthode trouve I'espace dextre de chaque patte en se
basant sur les positions extrémes des liens distal et proximal. La méthode fait ensuite
I'intersection de l'espace dextre de toutes les pattes. Par contre, ’espace dextre de
chaque patte est défini par un maximum de deux cercles concentriques et ignore la
possibilité d’un espace dextre a la base de la patte.

Feng, Yong-Sheng et Zhi-Hui (1996) ont fait ’analyse de la mobilité des manipu-
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lateurs 3-RRR symétriques. En utilisant le critére de Grashof pour les mécanismes
a quatre barres, ils ont identifié les parameétres cinématiques des manipulateurs 3-
RRR. Cette étude aide & comprendre ’analogie des mécanismes & quatre barres dans
le contexte des manipulateurs 3-RRR.

Zhaohui et Zhonghe (2004) ont identifié un troisiéme cercle concentrique de ’es-
pace dextre de chaque patte des manipulateurs 3-RRR. Ils ont utilisé I’analogie du
mécanisme a quatre barres et ont identifié les catégories de ce mécanisme ot la plate-
forme de 'organe terminal est une manivelle. Toutes les configurations ol 'organe
terminal est une manivelle sont dans I’espace dextre de la patte. Ils ont aussi trouvé
I'intersection de l'espace dextre des pattes d’un manipulateur 3-RRR symétrique
avec une méthode géométrique pour des manipulateurs symétriques.

Une liste complete des mécanismes & quatre barres utile pour la détermination de
Pespace dextre des manipulateurs 3-RRR peut étre trouvée dans la plupart des ma-
nuels portant sur des mécanismes (voir par exemple Myszka (2005)). Cinq catégories
de mécanismes sont identifiées qui ont chacune des caractéristiques particulieres.
Certaines catégories ont des membres qui peuvent compléter une révolution et cer-
taines n’en ont pas. Ces catégories aident a déterminer quelles positions sont dans

I’espace dextre de chaque patte.

2.2 Espace dextre des manipulateurs 3-RPR

Les manipulateurs 3-RPR sont des manipulateurs paralleles plans qui ont sou-
vent été étudiés dans la littérature. Puisqu’ils ont trois pattes d’architecture RPR,

certaines études se basent sur ces architectures sérielles.
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Rastegar et Deravi (1987a) ont identifié des régions dans ’espace de travail
de différentes architectures de manipulateurs sériels avec des articulations de type
rotoide. Dans ces régions, le nombre de configurations possibles d’un manipulateur
differe, c’est-a-dire que le nombre de modes d’assemblage qui permettent & organe
terminal d’atteindre les positions et orientations varie d’une région a l'autre. Dans
leur travail, les auteurs ont déterminé que le nombre de modes d’assemblage possibles
pour chaque position et orientation est toujours un nombre pair. Ils considerent que
les frontieres de chaque région sont la ol il y a un nombre différent de configura-
tions possibles de chaque c6té. En utilisant ce principe, ils ont aussi identifié que
I’espace & orientation constante est une région dont les frontiéres sont les endroits ol
le nombre de configurations possibles change de deux & zéro. Les auteurs ont aussi
appliqué cette méthode au manipulateur RPR plan (Rastegar et Deravi, 1987b).
Dans ce travail, ils ont étudié les effets des limites articulaires sur I’espace de travail.

Gosselin et Jean (1996) ont étudié 'espace de travail des manipulateurs 3-RPR.
Ils ont aussi étudié les effets des limites articulaires des articulations prismatiques et
des articulations rotoides passives.

Merlet, Gosselin et Mouly (1998) ont étudié plusieurs types d’espace de travail
des manipulateurs 3-RPR incluant I'espace dextre. Ils se sont basés sur les posi-
tions extrémes des articulations prismatiques pour identifier une région annulaire
qui définit ’espace dextre de chaque patte. L’espace dextre du manipulateur est I'in-
tersection de I'espace dextre de chaque patte et un exemple a été présenté. Cette
méthode peut étre adaptée pour prendre en compte des limites articulaires des arti-
culations rotoides.

Murray et Hanchak (2000) ont étudié 1’espace de travail de plusieurs manipu-
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lateurs paralléles plans & trois DDL. En effet, ils ont pris des manipulateurs avec
une combinaison des pattes RPR, PRR et RRR. Ils trouvent ’espace de travail de
chaque patte et l'utilisent comme critére pour optimiser les dimensions de chacune
des pattes de tels manipulateurs.

Hay et Snyman (2005) ont développé une méthode pour déterminer I’espace
dextre basée sur leur Chord Method. Cette méthode utilise une optimisation de trois
niveaux pour trouver un point sur la frontiere de 'espace dextre. Ensuite la Chord
Method est employée pour trouver le prochain point sur la frontiere. De cette facon,
la méthode proposée dans ce travail est une méthode de discrétisation de la frontiere.
Elle requiert aussi de solutionner quatres problémes d’optimisation pour identifier

chaque point de la frontiere de ’espace dextre.

2.3 Détermination de P’aire de ’espace dextre

Les méthodes géométriques vont généralement déterminer les frontieres de 1'es-
pace dextre. Afin de quantifier I'espace dextre pour pouvoir les comparer, des
méthodes ont été trouvées pour calculer ’aire de la zone de I’espace dextre & partir
de la frontiere.

Gosselin et Angeles (1988) ont utilisé le théoréme de la divergence de Gauss pour
obtenir l'aire en intégrant le long de la frontiere. Dans leur travail, les frontieres des
zones sont toutes des arcs. En réalité, les frontiéres de I’espace de travail sont définies
par des arcs et des droites, mais les droites peuvent étre définies comme des arcs de
rayon infini. Toutes les composantes des frontiéres dans ce travail sont donc des arcs.

Ils ont ensuite déterminé des expressions explicites pour calculer la contribution de
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chaque arc a l'aire.

Gosselin (1990) a aussi utilisé le théoréme de la divergence de Gauss pour calculer
Pespace de travail tridimensionnel des manipulateurs & 6 DDL.

Dans le travail de Gosselin et Martin (1996), le théoréme de la divergence de
Gauss a été utilisé pour déterminer l'aire de I’espace de travail. Dans ce travail, ils
ont appliqué le théoréme aux arcs ainsi qu'aux droites de la frontiére de I'espace de
travail. Ils ont aussi déterminé des expressions explicites pour calculer la contribution
de chaque droite en plus de celles des arcs. Cependant, les expressions pour les droites
ne sont valables que pour des droites normales aux arcs de la frontiére, c’est-a-~dire

des droites qui vont vers le centre d'un des arcs des frontiéres.

2.4 Redondance cinématique des manipulateurs
paralleles plans

Les manipulateurs paralleles ont plusieurs avantages mais ils ont aussi quelques
inconvénients. Par exemple, ils ont généralement un espace de travail restreint ainsi
que des singularités & 'intérieur de 'espace dextre. Afin de réduire ces inconvénients,
certains chercheurs ont ajouté de la redondance aux manipulateurs paralléles.

Merlet (1996b) a étudié les effets de la redondance sur les manipulateurs pa-
ralleles. Premiérement, il a démontré que différents types de redondance appliqués
aux manipulateurs paralleles peuvent faire en sorte que le modeéle géométrique di-
rect a une solution unique. En plus, il est possible de réduire la vitesse et la force

aux articulations pour appliquer un mouvement a ’organe terminal. L’auteur a aussi
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montré que les singularités & 'intérieur de I’espace de travail peuvent étre réduites.

Wang et Gosselin (2004) ont fait I'analyse cinématique de différents manipula-
teurs paralléles avec un (1) DDL de redondance cinématique. Les manipulateurs
étudiés étaient un manipulateur paralléle plan & 4 DDL, un manipulateur parallele
sphérique & 4 DDL et un manipulateur spatial & 7 DDL. Ils ont étudié les courbes
de singularité de ces manipulateurs et ils les ont comparées aux courbes de singu-
larité des manipulateurs non-redondants. Ils ont démontré que les singularités des
manipulateurs redondants sont significativement réduites.

Ebrahimi, Carretero et Boudreau (2008a) ont étudié les architectures de mani-
pulateurs paralléles plan avec redondance cinématique de type 3-PRRR. Ces mani-
pulateurs ont une articulation actionnée ajoutée & chaque patte et ont un total de 6
DDL du point de vue actionnement. Ils ont montré que ’ajout de ces articulations
redondantes augmente significativement I’espace dextre et permet d’éviter les singu-
larités dans ’espace de travail. L’espace dextre de ces manipulateurs a été trouvé a
I’aide d’une méthode par discrétisation. Une telle méthode est relativement inefficace
et ne donne pas une solution exacte de I’espace dextre.

Ebrahimi, Carretero et Boudreau (2008b) ont aussi fait 'analyse cinématique
d’un manipulateur parallele plan avec redondance cinématique d’architecture 3-
RPRR. Cette architecture a une articulation actionnée du type rotoide ajoutée a
la base de chaque patte et a donc trois DDL de redondance cinématique. Dans ce
travail, ils ont déterminé I’espace dextre avec une méthode géométrique. La méthode
utilisée était valide pour les dimensions spécifiées mais n'était pas générale. Ils ont
aussi démontré qu’avec une telle architecture, il est possible d’éviter complétement

les singularités a l'intérieur de 1’espace de travail.
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Les architectures étudiées dans le présent travail correspondent & des manipula-
teurs avec un DDL de redondance cinématique ajouté a la base de chaque patte. Deux
types de redondance cinématique sont étudiés : le cas ol une articulation rotoide ac-
tionnée est ajoutée & la base de chaque patte et le cas olt un actionneur prismatique
est ajouté & la base de chaque patte. Les manipulateurs non-redondants auxquels
ces actionneurs redondants sont ajoutés sont les 3-RRR et 3-RPR. Les architectures
étudiées sont alors les n-PRRR, n-PRPR, n-RRRR et n-RRPR. Cette thése présente
une méthode géométrique générale qui donne une solution exacte de ’espace dextre
de ces manipulateurs. La méthode s’applique également a des manipulateurs hybrides

de combinaisons de pattes ayant les architectures étudiées.



Chapitre 3

Architectures étudiées

Dans ce chapitre, les architectures des manipulateurs étudiés sont présentées.
Les manipulateurs étudiés sont tous des manipulateurs avec redondance cinématique
et sont basés sur des manipulateurs non-redondants. Ceux-ci sont le manipulateur
3-RRR et le manipulateur 3-RPR, des manipulateurs connus dans la littérature.
Les premieres deux sections de ce chapitre présentent ces deux manipulateurs non-
redondants. Ensuite, il y a deux types de redondance cinématique étudiés dans ce
travail, la redondance cinématique avec une articulation rotoide active et la redon-
dance cinématique avec une articulation prismatique active. Ces deux types de redon-
dance cinématique appliqués aux manipulateurs non-redondants forment les quatre
architectures redondantes étudiées dans ce travail. Ces manipulateurs sont les mani-

pulateurs n-PRRR, n-PRPR, n-RRRR et n-RRPR et sont présentés dans ce chapitre.

18
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3.1 Manipulateurs 3-RRR

Le manipulateur 3-RRR est un manipulateur parallele plan connu dans la
littérature. Il est composé de trois pattes sérielles qui relient la base du manipu-
lateur & son organe terminal. Un exemple de ce type de manipulateur est illustré a
la figure 3.1. Dans les figures qui suivent, les actionneurs rotoldes sont représentés

par un e et les articulation rotoides passives sont représentées par un o.

FIGURE 3.1 — Manipulateur parallele plan 3-RRR

Chaque patte de ce manipulateur est composée de trois rotoides, dont celle fixée
a la base est actionnée. Toutes les articulations sont reliées par un corps rigide
(membre). Un exemple de patte RRR est illustré a la figure 3.2.

Dans la figure 3.2(a), My, M, et M3 sont les membres qui relient les articulations
et Porgane terminal en ordre de la base de la patte vers 'organe terminal. Le point
A est le point ol la patte est fixée & la base, D est la position de l'organe terminal et
B et C sont les positions des deux articulations passives. Il est & noter que lorsque

la patte change de posture, les points B, C et D se déplacent tandis que le point A
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(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FIGURE 3.2 - Patte RRR du manipulateur 3-RRR

est fixe. Dans la figure 3.2(b), L1, Lo et L3 sont les longueurs des membres M;, M,

et M3, respectivement.

3.2 Manipulateurs 3-RPR

Le manipulateur 3-RPR est composé de trois pattes qui relient la base du ma-
nipulateur & son organe terminal. La figure 3.3 illustre un exemple de ce type de
manipulateur parallele plan. Chaque patte de ce manipulateur est composée d’une
rotoide passive, suivie d’un actionneur prismatique et d’une autre rotoide passive.
Un exemple d'une patte RPR est illustré a la figure 3.4.

Dans la figure 3.4(a), M; et M, sont les membres qui représentent les parties
fixe et mobile de ’actionneur prismatique, M3z est le membre qui représente la plate-
forme de l'organe terminal pour cette patte, A est la position de la rotoide fixée a
la base de la patte, B est la position de la deuxiéme rotoide et C' est la position de

l’organe terminal. Encore une fois, le point A est fixe, alors que les points B et C
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FIGURE 3.3 — Manipulateur parallele plan 3-RPR

M M,
A B C

(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FI1GURE 3.4 — Patte RPR du manipulateur 3-RPR

se déplacent lorsque la posture de la patte change. Dans la figure 3.4(b), L; est la
longueur actuelle de 'actionneur prismatique et L3z est la longueur du membre Mj.
Aussi dans cette figure, p™ est la longueur minimale de I’actionneur prismatique et

P est sa longueur maximale.

3.3 Manipulateurs n-PRRR

Le premier type de redondance cinématique est celui obtenu en ajoutant un ac-
tionneur prismatique & la base de chaque patte. Dans cette section, un manipulateur
basé sur le manipulateur 3-RRR avec ce type de redondance cinématique est présenté.
La figure 3.5 montre un exemple d’'un manipulateur 3-PRRR.

Le manipulateur illustré a la figure 3.5 est un manipulateur avec trois pattes de
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TLd

FIGURE 3.5 — Manipulateur parallele plan avec redondance cinématique 3-PRRR

type PRRR. Chaque patte est composée d’un actionneur prismatique a la base de
la patte, d’'un actionneur rotoide attaché a cet actionneur et de deux articulations
rotoides passives qui relient la base de la patte a I'organe terminal. Un exemple de ce
type de patte est illustré a la figure 3.6. Dans cette figure, E et I sont les positions des
limites de 'articulation prismatique, L4 est la course de l’articulation prismatique,
c’est-a-dire, la distance entre le point E et le point F. Les autres dimensions de la
patte PRRR sont identiques & celles de la patte RRR présentée dans la section 3.1.

Le manipulateur 3-PRRR montré & la figure 3.5 n’a que trois pattes et est
symétrique. Par contre, comme il sera démontré dans ce travail, l’espace dextre de
manipulateurs n-PRRR avec des configurations aléatoires peut étre obtenu de facon
similaire aux manipulateurs 3-PRRR. symétriques. Un exemple d’'un manipulateur

4-PRRR est illustré a la figure 3.7.
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(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FIGURE 3.6 — Patte avec redondance PRRR

—d

FIGURE 3.7 — Exemple d’un manipulateur 4-PRRR
3.4 Manipulateurs n-PRPR

En ajoutant un actionneur prismatique & la base des pattes des manipula-

teurs 3-RPR, des manipulateurs 3-PRPR sont créés. Ces manipulateurs ont trois
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chalnes cinématiques avec une articulation prismatique active ajoutée & leur base.

Un exemple de ce type de manipulateur est illustré a la figure 3.8.

o1

FIGURE 3.8 ~ Exemple d’un manipulateur 3-PRPR

Chagque patte des manipulateurs 3-PRPR a une architecture PRPR. La premiere
articulation est un actionneur prismatique. Une rotoide passive est fixée a cet action-
neur, suivie d’'un autre actionneur prismatique et finalement d’une rotoide passive
qui relie la plate-forme au reste de la patte. La figure 3.9 illustre un exemple de ce

type de patte.

: T]
L4 [ L 1
pmm | |
pmax -
F £
(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FIGURE 3.9 — Exemple d’une patte PRPR

Les dimensions de cette figure sont une combinaison des dimensions présentées

aux sections 3.2 et 3.3. Les définitions des points F et F' et de la longueur L4 sont
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présentées dans la section 3.3 et le reste est présenté dans la section 3.2. L’espace
dextre de tout manipulateur n-PRPR peut étre obtenu avec la méthode présentée

dans ce travail.

3.5 Manipulateurs n-RRRR

Le deuxiéme type de redondance cinématique étudié est celui qui résulte de 'ajout
d’un actionneur rotoide et d’'un membre & la base de chaque patte. Lorsque cet action-
neur est ajouté aux pattes sans redondance d’architecture RRR des manipulateurs
3-RRR, un manipulateur 3-RRRR en résulte. Un exemple de ce manipulateur est

montré a la figure 3.10.

> *
FI1GURE 3.10 — Exemple d’un manipulateur 3-RRRR

Ce manipulateur a trois pattes avec redondance cinématique d’architecture
RRRR avec deux rotoides actives suivies de deux rotoides passives. Un exemple
de cette architecture de patte est illustré & la figure 3.11. Dans cette figure, M, et

L4 sont le membre de larticulation redondante et sa longueur, respectivement, et



Architectures étudiées 26

le point E est la position fixe de la nouvelle base de la patte. Cette position est
la position de la rotoide redondante. Les autres dimensions de cette architecture de

patte sont présentées dans la section 3.1.

L;
L,
L,
Ly
(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FIGURE 3.11 — Exemple d’une patte d’architecture RRRR

Il est & noter que, comme c’est le cas des autres manipulateurs paralléles présentés,
I’espace dextre des manipulateurs avec n’importe quel nombre de pattes peut étre

déterminé avec la méthode présentée dans ce travail.

3.6 Manipulateurs n-RRPR

Le dernier manipulateur étudié est un autre manipulateur avec un actionneur
rotoide comme redondance cinématique. Cette fois, cette redondance est appliquée

aux manipulateurs 3-RPR et forme un manipulateur 3-RRPR. Un exemple de ce
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manipulateur est illustré & la figure 3.12.

FIGURE 3.12 — Exemple d’un manipulateur 3-RRPR

Chaque patte de ce manipulateur a une architecture RRPR comme il est montré
a la figure 3.13. Dans cette figure, les parametres E, My et L4 sont expliqués dans

la section 3.5 et le reste des dimensions sont expliquées dans la section 3.2.

(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FIGURE 3.13 — Exemple d’une patte d’architecture RRPR

Encore une fois, I'espace dextre de tous les manipulateurs n-RRPR est étudié

dans ce travail.



Chapitre 4

Méthode géométrique générale du
calcul de ’espace dextre des

manipulateurs paralleles plans

D & la nature des manipulateurs paralleles, la détermination de I'espace dextre
de tout manipulateur paralléle plan peut étre faite de la méme fagon. Ce chapitre
présente une méthode géométrique du calcul de I'espace dextre des manipulateurs
paralleles plans et peut s’appliquer & tout manipulateur parallele plan. Cette méthode
peut étre résumée avec les cinq étapes suivantes :

- Etape 1 : Détermination de la forme de l'espace dextre de chaque patte et

définition de toutes les droites et de tous les arcs qui en définissent la frontiére.

— Etape 2 : Calcul de tous les points ol les frontidres de 'espace dextre de chaque

patte s’entrecroisent.

- Etape 3 : Segmentation de chaque droite et arc aux points d’intersection et

28
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définition des nouveaux segments formés.
~ Etape 4 : Détermination des segments qui font partie de ’espace dextre de
toutes les pattes du manipulateur et I’espace dextre du manipulateur.
- Etape 5 : Intégration le long de la frontiere de l’espace dextre pour calculer
I’aire de ’espace dextre du manipulateur.
Les cing sections suivantes expliquent les cing étapes plus en détail. Par contre, les
détails spécifiques aux manipulateurs étudiés sont présentés dans les chapitres 5 et

6.

4.1 Etape 1 : Frontiere de l’espace dextre de
chaque patte

Puisque 'espace dextre de tout manipulateur parallele est formé par l'intersec-
tion de l'espace dextre de chacune de ses pattes, la premiére étape est de déterminer
la forme de ’espace dextre de chaque patte. Ensuite il est possible de définir les
droites et les arcs qui en forment la frontiére. Les pattes des manipulateurs étudiés
dans ce travail ont une configuration PRRR, RRRR, PRPR ou RRPR. Tel qu’ex-
pliqué au chapitre 3, ces configurations sont basées sur les pattes de manipulateurs
non-redondants soit, RRR et RPR. Puisque 'effet de I’articulation redondante sur
I’espace dextre peut étre considéré séparément de l’espace dextre de la patte sans
redondance, la premiére étape de la détermination de I'espace dextre de chaque patte
est de définir ’espace dextre des pattes sans redondance. Par la suite, 1'effet de 1’ar-

ticulation redondante est considéré pour définir ’espace dextre de chaque patte avec
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redondance cinématique.

Dans ce travail, toutes les pattes sont composées d’articulations prismatiques et
d’articulations rotoides et aucune limite n’est imposée sur les rotoides. La frontiere de
I’espace dextre de chaque patte, et conséquemment de chaque manipulateur, est alors
composée d’arcs et de droites ou de cercles seulement. Ceci simplifie la définition de la
frontiere considérablement. De plus, un cercle peut étre traité de la méme fagon qu’un
arc. La forme de l’espace dextre de chaque patte varie en fonction de sa configuration
et les détails de la définition de l'espace dextre de chaque patte ainsi que l'effet de

I’ajout de ’articulation redondante sont présentés au chapitre 5.

4.2 Etape 2 : Intersection des droites et des arcs
de la frontiere

Apres avoir déterminé l'espace dextre de toutes les pattes, l'intersection de ceux-
ci peut alors étre trouvée. L’espace dextre d’un manipulateur parallele est composé
de Pintersection de ’espace dextre de chacune des pattes.

Premierement, tous les points d’intersection des droites et des arcs de la frontiéere
de Despace dextre de toutes les pattes sont trouvés. Il existe plusieurs méthodes
pour déterminer les points d’intersection entre deux arcs, une droite et un arc et

deux droites. Dans cette section, une méthode géométrique est présentée.
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4.2.1 Intersection de deux arcs

Pour déterminer les points d’intersection de deux arcs, s’ils existent, les points
d’intersection entre les cercles d’oll proviennent les arcs sont premiérement trouvés
et ensuite il est vérifié si ces points sont véritablement sur les deux arcs. La premiere
étape est donc de vérifier si la distance entre le centre des deux arcs respecte les
conditions nécessaires pour que les cercles s’intersectent. La figure 4.1 illustre un

exemple de deux arcs qui s’intersectent.

(@ ®

FiGURE 4.1 — Intersection de deux arcs

Dans la figure 4.1(a), d est la distance entre le centre des deux arcs, 7" et 97
sont les angles du début et de Ia fin du premier arc, respectivement, §5%" et §7'* sont
les angles du début et de la fin du deuxiéme arc, respectivement, r; est le rayon du
premier arc et 7 est le rayon du deuxiéme arc. L’angle 3, est ’angle de la droite d
dans la direction du centre de Parc 1 vers le centre de I'arc 2. L’angle 3, est ’angle de
la droite d dans le sens inverse. Deux cercles s'intersectent si les équations suivantes

sont vraies :

d < T+ T2 (41)

d=|r—re (4.2)
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Si les deux c6tés d’une de ces équations s’égalisent, seulement un point d’intersec-
tion potentiel existe. Sinon, les deux points d’intersection potentiels sont identifiés
4 Paide des triangles montrés & la figure 4.2. Dans la figure 4.2(a), A; et Ay sont
les points du centre de chaque arc, P; et P, sont les deux points d’intersection, oy
est I'angle entre la droite A; A, et la droite A; P ou la droite A; P, et o est I'angle
entre la droite A;A; et la droite APy ou la droite Ao P,. Dans la figure 4.2(b), ;;
est 'angle de la droite du centre du j¢ arc au point d’intersection F; par rapport a

laxe z.

Wiz

<P
1

P,
(® (b)

FIGURE 4.2 — Définition des parametres utilisés pour déterminer l'intersection de
deux arcs

N

A Taide de la loi des cosinus, il est possible de calculer les angles o et oy :

2 g2 — 2
o = cos™* <ﬁ%aj> (4.3)
2 d2 2
ag = cos™! (7’2_‘|‘2_7an_7”1_> (4.4)

Enfin il ne reste qu’a déterminer si les points d’intersection calculés sont sur les
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arcs ou non. Pour ceci, I'angle de chaque point d’intersection par rapport a chaque
arc doit étre compris entre les angles correspondant aux extrémités de 1’arc respectif.

La condition suivante exprime cette vérification :

67" < iy < O] (=12 j=12 (4.5)

ol v;; est 'angle du point d’intersection sur ’arc j par rapport au repere fixe. Pour

évaluer la position du point P; (voir figures 4.1 et 4.2) on utilise :

Y11= P+ o, Y12 = P2 — (4.6)

et pour évaluer la position du point P; :

Yo = b — o, Vo2 = P2+ a2 (4.7)

Il est & noter que les angles 5; et 5, de la figure 4.1(b) peuvent prendre des valeurs
négatives mais que les angles o et oy de la figure 4.2 sont toujours positifs.
Puisqu’un point potentiel doit étre sur les deux arcs pour étre un point d’inter-

section, la condition (4.5) doit étre vraie pour j = 1,2.

4.2.2 Intersection d’un arc et d’une droite

Dans le cas d’un arc et d’une droite, comme dans le cas de deux arcs, deux points
d’intersection sont possibles. La premiére étape est de trouver le point sur la droite
le plus pres du centre de ’arc et de déterminer si la distance entre ce point et le

centre de ’arc est plus petite que le rayon de l’arc. Si oui, deux points d’intersection
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potentiels sont trouvés. La figure 4.3 illustre les points d’intersection potentiels.

(x1.y1)

d™
(xlvy 2)
(@) ®) (©

FIGURE 4.3 — Intersection d’un arc et d’une droite

Dans la figure 4.3(a), ™" et 6™ sont les angles du début et de la fin de Parc,
respectivement, 7 est le rayon de ’arc, le point A est le centre de ’arc, L est la
longueur de la droite et (z1,y1) et (z2,y2) sont les coordonnées du début et de la fin
de la droite, respectivement. Dans la figure 4.3(b), B est le point sur la droite le
plus prés du centre de I’arc. Il est & noter que le point B n’est pas nécessairement
sur la droite, il peut étre sur I’extension de la droite. La distance entre le point B
et le centre de larc (A) est représenté par d, Py et P sont les points d’intersection
potentiels et « est I’angle entre la droite AB et la droite AP ou la droite AP,. Dans
la figure 4.3(c), B est l’angle de la droite AB. L’angle § peut prendre une valeur
négative, comme c’est le cas a la figure 4.3, mais « est toujours positif.

Le point sur la droite le plus prés du centre de ’arc, B peut étre trouvé a l'aide
du fait que la droite de ce point au centre de l'arc est perpendiculaire & la droite
de (z1,41) & (Z2,y2). Si m est la pente de la droite (z1,11) & (22,y2), il peut étre

démontré que les coordonnées du point B peuvent étre calculées & 1’aide des équations
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suivantes :

_Ay+%—y1+mm1
= 1
m-|-;,;

B, (4.8)

By =mB; +y1 — mz; (4.9)

Par contre, si la droite est verticale, la pente m sera infinie et si la droite est
horizontale, la pente sera nulle. Ces deux situations causent des problemes & ces
équations. Quand la droite est horizontale, la valeur sur I’axe y est constante et le

point le plus prés du centre de I'arc est simplement :

B, =A; (4.10)
By=mn =1 (4.11)

Si la droite est verticale, la valeur sur axe x est constante et le point le plus pres

du centre de l'arc est simplement :

B, =1, = 7, (4.12)
B, = A, (4.13)

Si d < r, les points d’intersection potentiels peuvent étre trouvés a ’aide de o qui
peut facilement étre déterminé. Si d = r, un point d’intersection & B correspondant
a a = 0 est identifié.

Il faut enfin déterminer si les points d’intersection potentiels sont sur I'arc et sur

la droite. Un point d’intersection est sur l'arc quand :
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gmin L ah < gToT i=1,2 (4.14)

ol 9 est 'angle de la droite passant par le centre de ’arc et par le premier point

d’intersection par rapport a axe z :

Y1=0+a (4.15)

et 1y est I'angle de la droite passant par le centre de ’arc et par le deuxiéme point

d’intersection par rapport & l'axe z :

Yo =B —« (4.16)

Pour vérifier si le point d’intersection est sur la ligne, ses coordonnées doivent

étre calculées. Celles-ci peuvent étre trouvées a 1’'aide des équations suivantes :

zp = a+ 7 cos(¢;) (4.17)

yp = b+ rsin(y) (4.18)

ou {a,b) sont les coordonnées du centre de I’arc. Un point d’intersection potentiel est

sur la droite si les deux conditions suivantes sont respectées :

V(e =212+ (p — )2 < L (4.19)

V(P — 22)? + (yp — 1) < L (4.20)
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4.2.3 Intersection de deux droites

La fagon la plus simple de déterminer 'intersection de deux droites est d’uti-
liser 1’équation de la droite. Cependant, puisqu’une droite verticale a une pente
infinie, il est plus difficile de la traiter dans un algorithme numérique. Une approche
géométrique a donc été utilisée. La figure 4.4 illustre les dimensions importantes pour
trouver le point d’intersection.

X2y2)

(x22Y22)

(xp.yp)

(12512

(2) ®

FIGURE 4.4 — Intersection de deux droites

Dans la figure 4.4(a), (i, ¥i5), ¢ = 1,2, j = 1,2 sont les coordonnées du début et
de la fin de la premiere et de la deuxieéme droite et suivent la convention suivante :

— 1 =1,2 - Début de la droite et fin de la droite, respectivement.

— j = 1,2 - Premiére et deuxiéme droite, respectivement.

Dans cette méme figure, 31, B et 54 sont, respectivement, les angles de la premiere
droite, de la deuxieme droite et de la droite de longueur d qui relie le début de la
premiére droite au début de la deuxiéme droite. Les coordonnées du point d'inter-
section des deux droites sont représentées par (zp,yp).

Dans la figure 4.4(b), un triangle est créé avec le point d’intersection et le début
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de chaque droite. Lp; est la longueur de la droite du début de la premiére droite
jusqu’au point d’intersection et Lps est la longueur de la droite du début de la
deuxieme droite jusqu’au point d’intersection. Les trois angles peuvent étre trouvés

a l’aide des équations suivantes :

¢ =1 — Ba (4.21)
a=Lfa+m— Py (4.22)
Yy=T—¢—« (4.23)

La loi des sinus peut ensuite étre utilisée pour trouver la longueur des coétés du
triangle de la figure 4.4(b), Lp; et Lp,. Enfin, si ces longueurs sont entre 0 et la
longueur de leurs droites respectives, le point d’intersection est sur les deux droites

et est donc valide.

4.3 Etape 3 : Segmentation des droites et des arcs
des frontieres

Avec tous les points d’intersection identifiés, il faut ensuite trier les points d’in-
tersection et segmenter les droites et les arcs. Le triage des points d’intersection est
plus simple s’ils sont exprimés sous la forme d'une longueur pour les droites et d’un
angle pour les arcs. Plus spécifiquement, pour un point d’intersection sur une droite,
seulement la distance du début de la droite au point d’intersection en question est

enregistrée. D’une facon similaire, seulement ’angle sur I’arc du début au point d’in-
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tersection est enregistré. De cette fagon, les points d’intersection de chaque droite et
de chaque arc peuvent facilement étre triés.

La figure 4.5 illustre les points d’intersection ainsi que les longueurs et les angles
nécessaires pour les identifier. Dans la figure 4.5(a), P; est le point d’intersection
i, 0™" et 6™ sont, respectivement, I’angle du début et de la fin de l'arc et
est ’angle du point P, par rapport & l'axe z. Dans la figure 4.5(b), P; est le point
d’intersection ¢, (™™ y™") sont les coordonnées du début de la droite, (z™**,y™4%)
sont les coordonnées de la fin de la droite et L; est la distance du début de la droite

au point d’intersection 4. Dans tous les cas, i = 1, ..., n.

( xmin ,ymin)

@ (b)

FIGURE 4.5 — Points d’intersection d’une droite et d’un arc

Le premier segment d’un arc est alors de I’angle ™" & ’angle 1y, ainsi de suite
et les segments de droites sont de (z™™ y™") jusqu'a (z1,y1), ainsi de suite. Créer
tous les segments de droites et les arcs nécessaires devient donc relativement simple :

un arc ou une droite est divisé en n + 1 segments.
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4.4 Etape 4 : Frontiere de ’espace dextre des ma-
nipulateurs

Apres avoir terminé la segmentation de tous les arcs et de toutes les droites, il est
possible de créer une liste de segments de droites et d’arcs pour chaque patte. Puisque
I’espace dextre d’un manipulateur parallele est simplement I'intersection de ’espace
dextre de chacune de ses pattes, si un segment est a 'intérieur de l'espace dextre
de toutes les pattes dont il ne provient pas, ce segment fait partie de la frontiere de
P'espace dextre du manipulateur.

A cette étape, tous les points d’intersection sont identifiés et les arcs et les droites
sont segmentés en conséquence. Il n’y a donc aucune intersection d’un segment avec
un autre. D a ce fait, si un point sur un segment fait partie de la frontiere de ’espace
dextre, le segment entier en fait partie. Le processus pour déterminer si un segment
fait partie de la frontiére de ’espace dextre du manipulateur est alors réduit a vérifier
si un point sur le segment est a 'intérieur de 1’espace dextre de chaque patte dont il
ne provient pas. Le point au centre du segment est choisi pour faire cette vérification
car il est facilement calculé et il évite des erreurs de la mise en oeuvre d’un algorithme
dues & la troncation des variables numériques.

Puisque plusieurs manipulateurs sont étudiés dans ce travail et que la forme de
I’espace dextre de chacune des pattes est différente, les détails de la vérification de

chaque segment appliquée & chaque manipulateur sont présentés dans le chapitre 6.
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4.5 Etape 5 : Aire de ’espace dextre des manipu-
lateurs paralleles

En appliquant le théoréme de la divergence de Gauss (voir par exemple, Buck
(1965)) aux surfaces planes, il est possible d’intégrer le long de la frontiere de I’espace

dextre pour en obtenir laire (Gosselin et Guillot, 1991) :

A=1 / sTndo (4.24)
2 Jan

ol A est l'aire de 'espace dextre, 9 représente la frontiére, s est le vecteur position
d’un point sur la frontiere et n est le vecteur unitaire, perpendiculaire a la frontiere
et vers l'extérieur de la surface. Tel qu’expliqué a la section 4.4, la frontiere peut étre

définie par une série de segments donc I’équation (4.24) peut étre réécrite comme :
1 Na Ny
A = = Ai Bi 4.25

A = s'ndons (4.26)
g

B; = / s"ndogY (4.27)
ol

et ou N, et NV, sont le nombre d’arcs et de droites, respectivement, qui forment la
frontitre et ot Q2 et AN représentent 'iéme arc et 'iéme droite, respectivement, de
la frontiére. L’avantage majeur de cette méthode est qu'il n’est pas nécessaire que les

droites et les arcs soient ordonnés, la contribution de chaque droite et de chaque arc
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peut étre calculée séparément & l'aide des équations (4.26) et (4.27) et additionnée
a l'aide de I’équation (4.25). En plus, des expressions simples peuvent étre obtenus

pour A; (voir par exemple, Gosselin et Martin (1996)) :

A; = ar(sin by — 8in Opin] — b7{C08 Ormae — COS Ormin)

+72[9maz - Hmi‘n] (428)
pour un arc externe et
A; = —ar[sin Opye; — SN Opin] + br[cos O — €O Ormin)
—1?[Omaz — Ormin) (4.29)

pour un arc interne, ol (a,b) sont les coordonnées du centre de l’arc, r est le rayon
de l'arc et O et Omqr sont les angles du début et de la fin de I'arc, respectivement.
Un arc externe signifie un arc oit Pespace dextre est dans la partie concave de larc,
c'est-&-dire, ’arc est une frontiere externe de I’espace dextre. Un arc interne signifie
un arc ou l'espace dextre est du c6té convexe de l'arc, c’est-a-dire, une frontiere
interne de ’espace dextre.

Des expressions simples peuvent aussi étre obtenues pour B; (adaptée de Gosselin

et Martin (1996)) :

B; = L(z1sinf — y; cos §) (4.30)
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et

B; = L(—z,sin 6 + y; cos ) (4.31)

ol (z1,y1) sont les coordonnées du début de la droite, L en est la longueur et 6 est
I'angle de I'orientation de la droite de son début (z1,y;) vers sa fin (z2,y2). Si le point

du début de la droite est choisi de sorte que z; < x3, f sera borné entre —7 et 7 rad.

o) ®

FIGURE 4.6 — Exemples de droites qui font partie de la frontiére de ’espace dextre

L’équation (4.30) est alors utilisée quand l’espace est au-dessus de la droite tel
qu'illustré & la figure 4.6(a) et 1’équation (4.31) est utilisée quand l’espace dextre
est en-dessous de la droite tel qu’illustré a la figure 4.6(b). Il est & noter que quand
T] = I, la droite est verticale et I’équation (4.30) est utilisée quand l’espace est &

gauche de la droite et I'équation (4.31) est utilisée quand ’espace est & sa droite.



Chapitre 5

Espace dextre des pattes

Puisque ’espace dextre de tout manipulateur parallele est formé par l'intersection
de l'espace dextre de chacune de ses pattes, I’espace dextre de chaque patte des
manipulateurs étudiés doit premiérement étre déterminé. Ceci est la premiére étape
de la méthode présentée au chapitre précédent. Ce chapitre présente I'espace dextre

des différentes architectures de pattes des manipulateurs étudiés.

5.1 Patte RRR

Tel qu’expliqué au chapitre 3, les configurations des pattes des manipulateurs n-
RRRR (pattes RRRR) et n-PRRR (pattes PRRR) sont basées sur les configurations
des pattes du manipulateur 3-RRR (pattes RRR). De plus, il est possible d’étudier
Peffet des articulations redondantes sur 'espace dextre des pattes RRRR et PRRR
séparément de I’étude de I'espace dextre de la patte RRR. Déterminer I’espace dextre

des pattes RRR est alors la premiere étape de la détermination de I’espace dextre des

44
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pattes avec redondance RRRR et PRRR. Un exemple d’une patte RRR est illustré

a la figure 5.1.

(a) Définition des membres (b) Longueur des membres

FIGURE 5.1 — Exemple d’une patte RRR

Les termes des figures 5.1(a) et (b) ont été définis & la section 3.1 sauf My et Ly.
Le membre M, représente un membre entre la base de la patte et 'organe terminal
et Lo en est sa longueur. Il est & noter que la longueur Ly change en fonction de la
position de I'organe terminal.

Lorsque la position de I'organe terminal (D) est fixée mais que la plate-forme
est libre de tourner autour du point D, une patte RRR devient analogique a un
mécanisme & quatre barres. Pour une position donnée, si le point D est dans ’espace
dextre de la patte considérée, M3 est capable de compléter une pleine révolution
autour de ce point D. L’espace dextre est, par conséquent, I’ensemble des points D
ol M3 est une manivelle dans ’analogie du mécanisme & quatre barres.

De plus, toutes les positions avec une longueur Ly identique forment le méme

mécanisme & quatre barres. Ainsi, si un point D correspondant & une longueur Lg
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fait partie de ’espace dextre, tous les points sur un cercle de rayon de cette méme
valeur de Lg font également partie de ’espace dextre. La détermination de 'espace
dextre est alors réduite & varier la longueur de Ly et a étudier son effet sur les
propriétés du mécanisme & quatre barres qui en résulte.

Afin d’alléger le texte de cette section, les membres M;, My et Mj de la patte
sont considérés des membres & longueur fixe (LF) et My est considéré comme un
membre & longueur variable (LV).

Selon la longueur de chaque membre du mécanisme, cing catégories de
mécanismes & quatre barres existent (voir par exemple, Myszka (2005)). Le tableau
5.1 résume les cinq catégories de mécanismes a quatre barres ainsi que les condi-

tions dans lesquelles chacune se produit. La figure 5.2 illustre un exemple de chaque

catégorie.
Tableau 5.1 — Catégories de mécanismes & quatre barres
Cas Critére Membre le plus court Nom de la catégorie

1 C+L<Lp+ Lp My Manivelle double

2 C+L<Lp+ Lp M ou M3 Manivelle-berceur

3 C+L<Lpy+Lp M, Berceur double

4 C+L=Lpn+ L Tout Singulier

5 C+L>Ln+ Lp Tout Berceur triple

La nomenclature suivante est utilisée dans le tableau 5.1 :

— C = Longueur du membre le plus court.

— L = Longueur du membre le plus long.

— L = Longueur d’un membre de longueur intermédiaire.

— Ly = Longueur de I'autre membre de longueur intermédiaire.

Puisque le membre M; doit étre capable de compléter une pleine révolution autour
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(b) Manivelle-berceur

(a) Manivelle double

;‘7,; _— -
A%/ / (c) Berceur double

yich .

(e) Berceur triple

(d) Singulier

FIGURE 5.2 — Différentes catégories d'un mécanisme & quatre barres (adapté de
(Myszka, 2005)).

du point D de la figure 5.1 pour qu’il soit inclus dans I'espace dextre, seulement trois
de ces catégories sont utiles pour la détermination de ’espace dextre : manivelle
double, manivelle-berceur et singulier. De plus, la catégorie manivelle-berceur est
seulement utile quand M3 est la manivelle et non le berceur. Il est aussi a noter que
la catégorie singulier se produit durant la transition d’'une catégorie & une autre,
quand le mécanisme est en transition de triple berceur & manivelle-berceur, par
exemple. Cette transition est infiniment petite alors cette catégorie n’est donc utile
que pour identifier les points de transition d’une catégorie a4 une autre.

Pour une patte RRR donnée, les longueurs des trois membres LF sont connues.
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La premiere étape pour trouver son espace dextre est donc d’identifier le membre
LF le plus court. Puisque seulement le membre le plus court d’un mécanisme de la
catégorie manivelle-berceur peut compléter une révolution, cette catégorie n’est utile
que si M3 est le membre le plus court. Deux cas se présentent alors : soit M3 est le
membre LF le plus court ou soit il ne ’est pas. Dans ce qui suit, toutes les catégories
de mécanisme qui résultent de la variation de Lo de sa valeur maximale vers une

valeur nulle sont étudiées.

5.1.1 Cas ou M3 n’est pas le membre LF le plus court

La valeur maximale de la longueur L se produit quand la patte est compléetement
allongée. La longueur Ly est donc la somme des longueurs des trois membres LF.
Dans ce cas, d’apres le tableau 5.1, la position de la patte résulte en un mécanisme
berceur triple. La catégorie demeure ainsi jusqu’au point ou I'équation suivante qui

provient du critére de Grashof est vraie :
C+L<Ln+Lp (5.1)
Lorsque My est le membre le plus long, la valeur maximale de Ly qui respecte
'équation (5.1) est alors :

Ly=Lpn+Lp—-C (5.2)

Lorsque Lg est réduit davantage, le mécanisme résultant dépend du membre LF le
plus court et puisque le cas ou M3 n’est pas le membre LF le plus court est considéré

ici, le mécanisme est soit manivelle-berceur si M; est le membre le plus court ou
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berceur double si M, est le membre le plus court. Cependant, méme si le mécanisme
est de catégorie manivelle-berceur, si M3 n’est pas le membre LF le plus court, il
n’est pas une manivelle.

La seule catégorie qui permet un tour complet & Mj est alors la manivelle double
quand Mg est plus court que les membres LF. Dans cette situation, I’équation (5.1)

devient alors :

Lo+ L<Lp+Lp (5.3)

La longueur Lg la plus grande qui respecte cette équation est donc :

Lo=Ln+Lp—L (54)

Cette équation représente une valeur de Lg qui résulte en un mécanisme singulier.
Selon P'inégalité de 1'équation (5.3), on peut voir qu’une longueur Ly plus grande
résulte en un mécanisme berceur triple mais qu’une longueur plus courte résulte en
un mécanisme manivelle double qui fait partie de ’espace dextre.

Un exemple d’une patte avec un espace dextre défini par un seul cercle est illustré
a la figure 5.3. La valeur de Ly dans I’équation (5.4) représente alors un rayon r; qui
délimite 'espace dextre d’une patte dans laquelle M3 n’est pas le membre le plus
court. Une patte dont I'espace dextre est défini par un seul cercle est, dorénavant,
dite de classe 1.

Il est, par contre, possible qu’une patte dans laquelle M3 n’est pas le membre
LF le plus court n’ait pas d’espace dextre du tout. Puisque la longueur de tous les

membres incluant My doit étre positive, I’équation (5.4) ne peut pas étre respectée
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FIGURE 5.3 — Espace dextre d’une patte RRR de classe 1

quand un des membres LF est plus long que la somme des deux autres.

5.1.2 Cas out M3 est le membre LF le plus court

Dans le cas ol M3 est le membre LF le plus court, une position D qui résulte
en un mécanisme de catégorie manivelle-berceur fait partie de ’espace dextre de
la patte. L’espace dextre d’une patte dans laquelle M3 est le membre le plus court
différe alors du cas ot il ne ['est pas.

Quand la patte est allongée, My est plus long que les membres LF. Dans cette
situation, d’aprés le tableau 5.1, la position de la patte résulte en un mécanisme
triple berceur.

Ainsi, lorsque M3 est le membre LF le plus court et My est plus long que les

membres LF, 'équation (5.1) devient :

L3+ Lo <Li+ L, (5.5)

Il est possible de voir que quand My est le membre le plus long, sa longueur
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maximale qui respecte P'équation (5.1) est :

Lo=1ILy+ Ly~ Ls (5.6)

A cette valeur, le mécanisme est singulier. Si la longueur Ly augmente, selon
I'inégalité de I’équation (5.5) le mécanisme tombe dans la catégorie berceur triple et
aucun membre n’est capable de compléter une pleine révolution. Quand, par contre,
la longueur Ly est réduite, 'équation (5.1) est respectée et le mécanisme est de la
catégorie manivelle-berceur. Puisque le membre le plus court est M3, ces valeurs de Ly
représentent des cercles qui font partie de I’espace dextre de la patte. L’équation (5.6)
représente alors une limite externe de 'espace dextre de la patte. Eventuellement,
quand la longueur Ly est réduite davantage, My devient plus court qu’un des membres
intermédiaires (M; ou M; car M3 est le membre le plus court dans ce cas). L’équation

(5.1) devient alors :

Ly+Lp <Lp+ Ly (5.7)

ol Ly et Lys sont, respectivement, les longueurs du plus court et du plus long des
membres intermédiaires (Ly; < Ly;). La valeur minimale de Ly qui respecte encore

Péquation (5.1) est alors :

Lo= L3+ [Ll — Lzl (58)

ou la valeur absolue est utilisée pour généraliser I’équation et donc éviter le besoin

d’identifier le membre le plus court entre M; et M. Dans ce cas le mécanisme est,
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encore une fois, singulier. Cette configuration délimite cette fois, selon 'inégalité de
I'équation (5.7), une limite interne de 'espace dextre de la patte.

1l est, par contre, possible d’avoir un mécanisme de catégorie manivelle double
quand M est le membre le plus court. Quand ’organe terminal de la patte se rap-

proche de sa base de sorte que Ly < L3, ’équation (5.1) devient :

Lo+ L < Ls+Lp (5.9)

L’équation suivante représente alors une deuxieme limite externe, selon 'inégalité

de ’équation (5.9), de l’espace dextre :

Lo = L3 — |L1 — Ly (5.10)

Puisque les longueurs de tous les membres incluant My doivent étre positives,
il n’est pas toujours possible de respecter ’équation (5.10). En effet, quand un des
membres LF est plus long que la somme des longueurs des deux autres, il n’est pas
possible de respecter cette équation et la patte n’a pas de deuxiéme espace dextre
au centre.

La figure 5.4 montre ’espace dextre qui résulte des équations (5.6), (5.8) et (5.10).
La figure 5.4(a) montre un exemple de ’espace dextre d’'une patte dans laquelle le
membre LF le plus long est plus long que la somme des longueurs des deux autres
tandis que la figure 5.4(b) montre un exemple de l'espace dextre d’une patte ol
aucun membre LF n’est plus long que la somme des deux autres. Il est aussi & noter
que la valeur de Ly des équations (5.6), (5.8) et (5.10) représente, respectivement, la

valeur des rayons r3, r5 et 71 de la figure 5.4. Une patte de classe 2 est alors définie
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par deux cercles concentriques et une patte de classe 3 est définie par trois cercles

concentriques.

(a) Classe2 (b) Classe 3

FIGURE 5.4 — Espace dextre de pattes de classe 2 et de classe 3

Les dimensions des membres LF ainsi que les rayons des cercles de I’espace dextre
des pattes des figures 5.3 et 5.4 sont résumés dans le tableau 5.2. Le tableau 5.3
résume les conditions dans lesquelles chaque classe d’espace dextre se présente et

indique quel rayon contribue aux frontiéres de cet espace.

Tableau 5.2 — Dimensions et rayons des pattes des figures 5.3 et 5.4

Figure Ll L2 L3 T Ty T3
5.3 1.00 140 1.30 090 N/A N/A
5.4(a) 160 000 0.46 N/A 1.16 2.04
5.4(b) 1.37 123 048 034 0.62 212
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Tableau 5.3 — Conditions pour chaque classe d’espace dextre

Aucun membre LF plus Un membre LF plus

long que la somme long que la somme
des autres des autres
M3 plus court 71, 9 €t 73 ro et 73
membre LF (Classe 3) (Classe 2)
M3 pas plus court 1 Aucun espace
membre LF (Classe 1) dextre

Dans cette section, il a été vu que quand l’organe terminal se déplace et que la
valeur de Lg varie, la patte tombe dans différentes catégories de mécanismes & quatre
barres. La figure 5.5 illustre la transition d’une catégorie a une autre d’'une patte de
classe 3. Des transitions semblables se produisent avec les pattes des autres classes.

Berceur triple

Singulier

L LA =X Manivelle-berceur

Dot 2% .. " Berceur triple

Manivelle double

FIGURE 5.5 — Transition d’une catégorie de mécanisme & quatre barres a une autre
qui forme I’espace dextre d’'une patte de classe 3
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5.2 Patte RPR

La patte RPR est & la base de la patte PRPR des manipulateurs d’architecture
n-PRPR et de la patte RRPR des manipulateurs d’architecture n-RRPR. II est donc
nécessaire de déterminer les classes possibles d’espace dextre des pattes RPR afin de
déterminer l’espace dextre des pattes PRPR et RRPR.

La figure 3.4 illustre un exemple d’une patte RPR. Les dimensions dans cette
figure sont présentées a la section 3.2.

Puisque la premiere articulation est une rotoide, I’espace dextre d’une patte RPR
est défini par un ou plusieurs cercles concentriques dont le centre est 4 la rotoide a la
base de la patte. L’espace dextre des pattes RPR dépend de la longueur du membre
qui représente la plate-forme de l'organe terminal, L3, et des limites inférieure et
supérieure de la longueur de 'actionneur prismatique. En effet, la classe d'une patte

peut étre déterminée & l’aide des deux inégalités suivantes :

Pmin < Lz (Inégalité A) (5.11)

Ol Prmin st la valeur minimale de L et pe, est la valeur maximale de L,. Toutes les
classes d’espace dextre d’une patte RPR peuvent étre définies selon les quatre combi-
naisons du respect des inégalités dans les équations (5.11) et (5.12). Les combinaisons
possibles sont énumérées dans le tableau 5.4. La classe résultante est expliquée dans

les sections qui suivent. Par contre, il est & noter que dans certains cas spécifiques,
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il peut y avoir des changements dans les classes du tableau 5.4. Ces cas spécifiques

et les classes associées sont aussi expliqués dans les sections qui suivent.

Tableau 5.4 — Classes résultantes des combinaisons des inégalités A et B

Inégalité Classe résultante

A B de Pespace dextre
Vraie Fausse 1
Fausse Vraie 2
Vraie Vraie 3

Fausse Fausse  Aucun espace dextre

5.2.1 Espace dextre de classe 1

Le premier cas étudié est celui ot 'inégalité A est vraje et ol I'inégalité B ne
Pest pas. La figure 5.6 illustre un exemple d’une telle patte. Dans les figures 5.6(a) et
5.6(b), les positions extrémes de I'organe terminal sont illustrées. Un espace dextre de
la forme d’un cercle centré & la base de la patte se présente dii au respect de 'inégalité

A. Le rayon du cercle de la figure 5.6(c), r1, est défini & ’aide de 1’équation suivante :

T = min{L3 — Pmin y Pmaz — LS} (513)

Une position de l'organe terminal & Pextérieur d’un des cercles de rayon (L3 —
Pmin) OU (Pmaz — L3) n’est pas dans 'espace dextre car une des positions extrémes des
figures 5.6(a) et 5.6(b) n’est pas possible. Le rayon du cercle de ’espace dextre est
alors le plus petit rayon tel qu’indiqué & 1’équation (5.13). Une patte dont l’espace
dextre est défini par un seul cercle est, dorénavant, dite de classe 1. Cependant, si

Pmaz €st inférieur ou égal & L3, le minimum de ’équation (5.13) donne un rayon nul
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pmin L 3

Prec N/ 1

(a) (b) ©

FIGURE 5.6 — Positions extrémes et espace dextre d’'une patte RPR de classe 1

ou négatif qui indique que la patte n’a pas d’espace dextre du tout.

5.2.2 Espace dextre de classe 2

Le deuxiéme cas étudié est celui ou l'inégalité B est vraie et ou l'inégalité A ne
lest pas. Dans ce cas, le cercle de rayon r; défini dans la section 5.2.1 n’est pas
présent car si I'inégalité A n’est pas vraie, le rayon r; de ’équation (5.13) prend une
valeur nulle ou négative. Ceci indique que l'espace dextre défini par r; n’existe pas.
Une patte dont I’espace dextre est défini par deux cercles concentriques est dite de
classe 2. La figure 5.7 illustre 'espace dextre ainsi que les positions extrémes de la
patte qui délimitent ’espace dextre d'une patte de cette classe.

Dans la figure 5.7(a), la limite interne de l’espace dextre est illustrée et la figure
5.7(b) illustre la limite externe de 'espace dextre. Puisque 'inégalité B est vraie,
un espace dextre défini par deux cercles concentriques est présent. L’espace dextre

de la patte est montrée dans la figure 5.7(c) ol 72 et r3 sont les rayons des cercles
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L;

Ls Drmax

pmin

(a) (b) ©

FIGURE 5.7 — Positions extrémes et espace dextre d’une patte RPR de classe 2

concentriques qui définissent ’espace dextre de la patte. Les valeurs de ces rayons

sont définies par les équations suivantes :

79 = Pmin + L3 (514)
T3 = Pmaz — L3 (515)

Afin que cet espace dextre existe, o doit étre inférieur & r3, d’ol1 la condition de

’équation (5.12) devient évidente.

5.2.3 Espace dextre de classe 3

Tel qu’il a été vu aux sections 5.2.1 et 5.2.2, chacune des inégalités A et B sert a

déterminer si une différente partie de l'espace dextre existe ou non. L’inégalité A sert
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a déterminer si la partie de I’espace dextre définie par r; existe et I'inégalité B sert a
déterminer si la partie de I'espace dextre définie par r, et r3 existe. L’espace dextre
d’une patte qui répond aux deux conditions est donc la combinaison de l’espace
dextre d’une patte de classe 1 et de 'espace dextre d’une patte de classe 2. Un
exemple d’une telle patte est illustré & la figure 5.8 ol son espace dextre est alors
défini par trois cercles concentriques de rayons ri, 7o et r3. De plus, il peut étre
démontré que la condition de l'inégalité B fait en sorte que le rayon de l'inégalité
A prend la valeur de L3 — ppn car elle est inférieure & ppq — Ls. Une patte dont

P’espace dextre est défini par trois cercles concentriques est alors dite de classe 3.

FIGURE 5.8 — Espace dextre d’une patte RPR de classe 3

Dans le cas unique ol pn;, est nul, r; et rq s’égalisent, ce qui indique que ’espace
dextre défini par r; se relie & l’espace dextre défini par r; et r3. Dans ce cas, la patte

devient de classe 1 ou ’espace dextre est défini par un seul cercle de rayon r3.
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Dans le cas ou les deux inégalités A et B ne sont pas vraies, la patte n’a pas

d’espace dextre du tout.

5.3 Pattes PRRR et PRPR

Dans les sections 5.1 et 5.2, il a été vu que les pattes RRR et RPR ont un
espace dextre similaire. En effet, les trois classes d’espace dextre identifiées pour ces
deux architectures de patte sont identiques. De plus, I'articulation redondante des
architectures PRRR et PRPR est un actionneur prismatique ajouté & la rotoide a la
base des pattes RRR et RPR. Pour ces raisons, la détermination de ’espace dextre
des pattes PRRR et PRPR est identique apres la détermination des rayons et des
classes qui définissent ’espace dextre des pattes RRR et RPR.

Dans cette section, l'effet de I'ajout de 'actionneur prismatique aux pattes RRR
et RPR sur I'espace dextre est étudié. Ensuite, I’espace dextre résultant des pattes
PRRR et PRPR est présenté. Afin d’alléger le texte de cette section, les pattes
d’architectures PRRR et PRPR sont nommeées des pattes avec redondance et les
pattes RRR et RPR sont nommées des pattes sans redondance. De plus, I’actionneur
prismatique redondant & la base de la patte est nommé simplement 'actionneur
prismatique méme si les pattes PRPR ont deux actionneurs prismatiques.

Premierement, il est & observer qu’a chaque position de I’actionneur prismatique,
si sa position est fixée, I’espace dextre de la patte résultante est celui d’une patte
sans redondance. L’espace dextre d’une patte avec redondance est alors 'union de
I'espace dextre de la patte sans redondance centré a chacune des positions possibles

de 'actionneur prismatique. Cet effet est illustré & la figure 5.9.
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-
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FIGURE 5.9 — Effet de I’actionneur prismatique redondant sur ’espace dextre d’une
patte PRRR ou PRPR

Dans cette figure, il peut étre observé que plusieurs types d’espace dextre peuvent
se présenter selon la classe de I’espace dextre de la patte sans redondance ainsi que
la course de 'actionneur prismatique. Ces types sont illustrés a la figure 5.10.

Les sections qui suivent expliquent tous ces types ainsi que toutes les conditions

qui résultent en chaque type d’espace dextre.

5.3.1 Espace dextre de type A

Un espace dextre de type A est relativement simple a définir et est illustré a
la figure 5.10(a). Sa frontiére consiste de deux demi-cercles et de deux droites. Ces
droites sont tangentes aux extrémités des demi-cercles et paralleles & I’axe de 1’ac-

tionneur prismatique. L’espace dextre de type A consiste alors de deux demi-cercles
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\\/M
L =L,
(¢) Type C (d) Type D () Type E

FIGURE 5 10 — Les cinqg types d’espace dextre d’une patte PRRR ou PRPR

et d’un rectangle

Puisque I'espace dextre de classe 1 est défini par un seul cercle de rayon r;, une
patte sans redondance de cette classe a laquelle est ajouté un actionneur prismatique
résulte toujours en un espace dextre de type A. De plus, le rayon des demi-cercles
de ce type est 7.

Une patte sans redondance dont ’espace dextre est de classe 2 résulte en un

espace dextre de type A dans le cas ou la course est suffisamment grande pour que la
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partie défimie par 73 couvre la partie non-dextre défimie par ry Cet effet est illustré

a la figure 5 11

T2 r2

L,

FIGURE 5 11 — Exemple d’espace dextre de type A d’une patte d’espace dextre de
classe 2

Dans cette figure, 1l peut étre observé qu'une patte sans redondance dont I’espace
dextre est de classe 2 résulte en un espace dextre de type A quand les cercles de rayon
T9 ne sont plus en contact Dans ce cas, le rayon des demi-cercles de 1’espace dextre

de type A est 3 Cec1 est le cas lorsque la condition suivante est respectée

L4 Z 27‘2 (5 16)

Une patte dont ’espace dextre est de classe 3 peut aussi résulter en un espace

dextre de type A Pusque I’espace dextre de classe 3 contient un cercle au centre de
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rayon r1, la condition (5.16) ne s'applique pas directement. La figure 5.12 illustre le

cas ol un espace dextre de classe 3 résulte en un espace dextre de type A.

L,

FIGURE 5.12 — Exemple d’espace dextre de type A d’une patte d’espace dextre de
classe 3

Dans cette figure, il peut étre observé que la course Ly n’a pas besoin d’étre aussi
grande pour qu'un espace dextre de classe 3 résulte en un espace dextre de type A tel
que pour le cas d’un espace dextre de classe 2. En effet, il peut étre démontré qu'un
espace dextre de classe 3 résulte en un espace dextre de type A quand la condition

suivante est respectée :

Ly > 2472 — 12 (5.17)

Le rayon des demi-cercles de ’espace dextre de type A quand il provient d’un
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espace dextre de classe 3 est 73. Il est a noter qu’un espace dextre de classe 2 peut étre
simplement interprété comme un espace dextre de classe 3 avec r; = 0. La relation

(5.16) est alors identique & la relation (5.17) lorsque r; = 0.

Frontiere de ’espace dextre de type A

Il est intéressant de remarquer que tous les types d’espace dextre de la figure 5.10
ont les deux mémes axes de symétrie. Le premier axe est colinéaire & la course de
Pactionneur prismatique et le deuxieme axe est perpendiculaire au premier et passe
par le centre de la course de l'actionneur prismatique. La définition de la frontiere
de ’espace dextre de tous les types est alors simplifiée.

Définir la frontiére de l’espace dextre de type A en premier aide a définir la
frontiere externe de tous les autres types puisqu’elle consiste des mémes arcs et des
mémes droites. La figure 5.13 montre les angles et les dimensions qui servent & définir
I’espace dextre d’une patte de type A. Dans toutes les figures de cette section, (a; , b;)
dénotent les coordonnées des points représentant les positions minimale et maximale
de Pactionneur prismatique redondant.

Il est & noter que r dans cette figure peut prendre la valeur de r; ou r3 selon
la classe de la patte sans redondance. Comme il est expliqué dans la section 5.3.1,
une patte de classe 1 résulte toujours en une patte de type A. Dans ce cas, le rayon
utilisé dans la figure 5.13 est ;. Par contre, il a été démontré que les pattes de toutes
les classes peuvent résulter en un type A si la course de 'actionneur prismatique est
suffisamment grande. Dans le cas des classes 2 et 3, le rayon utilisé dans la figure
5.13 est r3. Dans cette figure, I'angle S est ’angle de 'orientation de la course par

rapport & un repére fixe. Les autres angles de cette figure sont définis comme suit :
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FIGURE 5.13 — Angles et dimensions d’une patte de type A

op=p+m/2 (5.18)

0y =+ 31/2 (5.19)

"m=p-r/2 (5.20)

T =B+ /2 (5.21)

5.3.2 Espace dextre de type B

Un espace dextre de type B peut seulement étre produit lorsque la patte sans

redondance a un espace dextre de classe 2. Un espace dextre de ce type est illustré
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& la figure 5.10(b). Puisque la condition dans laquelle un espace dextre de classe 2
résulte en un espace dextre de type A est définie dans l'inégalité (5.16), la condition

pour qu'un espace dextre de classe 2 résulte en type B est simplement :

Ly < 2r (522)

Frontiéres de l'espace dextre de type B

La frontiere externe de ’espace dextre de type B est identique a celle du type
A de la section 5.3.1 avec r = r3. Par contre, une partie non-dextre de I’espace de
travail définie par deux arcs symétriques se présente. Les angles nécessaires pour
définir ces arcs sont illustrés a la figure 5.14. Dl aux axes de symétrie discutés dans
la section 5.3.1, seulement un angle supplémentaire est & déterminer pour définir
P'espace dextre. La figure 5.14 montre I'angle 6 comme 'angle entre I’axe de ’action-
neur prismatique et les points d’intersection des arcs de la partie non-dextre mesuré
aux extrémités de la course de ’actionneur prismatique.

L’angle 6 est défini par I’équation suivante :
Ly

0 =cos™ [ — 5.23

cos (27‘2) (5.23)

Cet angle est combiné avec ’angle de 'axe de I’actionneur prismatique (3) pour

donner I’angle du début et I’angle de la fin de chaque arc.
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FIGURE 5 14 — Angles et dimensions d’une patte du type B

5.3.3 Espace dextre de type C

Un espace dextre de type C peut seulement étre produit par un espace dextre
de classe 3. Un exemple de ce type d’espace dextre est illustré & la figure 5.10(c).
Dans cette figure, ’espace dextre créé par le rayon r; est complétement & I'intérieur
de la partie non-dextre de I’espace de travail créé par le rayon ro Afin que ce type
se présente, ces deux parties ne doivent pas se toucher. La figure 5.15 illustre les
conditions de I’espace dextre du type C.

Avec cette figure, il devient évident que ce type d’espace dextre se présente lorsque

la condition suivante est respectée :

L4 S To —T1 (524)

Un espace dextre de type C est un peu plus simple & définir que les autres types

provenant de la classe 3. Le cas oii Ly = ro — 71, qui pourrait auss: étre inclus dans
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FIGURE 5.15 — Exemple d’espace dextre de type C d’une patte d’espace dextre de
classe 3

le type D, est inclus ici dans le type C.

Frontiéres de I’espace dextre de type C

Les frontieres de l'espace dextre de type C sont les mémes que celles du type B
mais avec une autre frontiére qui délimite un espace dextre au centre de la partie
non-dextre. Cet espace dextre au centre est de la méme forme que ’espace dextre de

type A avec r = ry.

5.3.4 Espace dextre de type D

Un espace dextre de type D peut seulement étre produit par un espace dextre de
classe 3. Un exemple de ce type d’espace dextre est illustré & la figure 5.10(d). Ce
type est caractérisé par le fait que la partie de 'espace dextre au centre et la partie
définie par r et r3 se superposent. Un espace dextre de type E (voir fig 5.10(e)) est

similaire & un type D mais les lignes et les arcs qui délimitent la frontiére de ’espace
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dextre different d’un type a l'autre. La figure 5.16 illustre la différence de ces deux

types et démontre les conditions du type D.

(a) Type D {b) Type E

FIGURE 5.16 — Exemples d’espaces dextre des types D et E

D’apres la figure 5.16(a), les arcs qui différencient le type D du type E dispa-

raissent quand « = 7/2 rad. La valeur de L, qui donne un angle de 7/2 rad est :

Ly = 'r'% -—-fr% (525)

D’ici, les conditions sur la course d’une patte de type D deviennent évidentes :

ro—T1 <Ly < /73 —12 (5.26)

Frontiéres de ’espace dextre de type D

~

La frontiére interne de I’espace dextre de type D est la plus compliquée a définir
car elle contient le plus grande nombre d’arcs et de droites. La figure 5.17 montre les
angles et les dimensions nécessaires pour la définition de ce type d’espace.

L’angle a est le méme que celui de la figure 5.16 et est défini & 1’aide de la loi des

cosinus :
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FIGURE 5.17 — Angles et dimensions d’une patte du type D

7”2 [2 2
-1 1 4 Ty
- e < .27
o = COS ( 1L4 > (5 )

L’angle 9 est défini par la méme loi :
2 L2 2
¥ = cos™? (%) (5.28)

Tous les autres angles et dimensions sont définis dans les types précédents.

5.3.5 Espace dextre de type E

Comme c’est le cas pour les espaces dextres des types C et D, ’espace dextre
de type E résulte d’une patte sans redondance qui a un espace dextre de classe 3.
Un exemple de ce type d’espace dextre est illustré a la figure 5.10(e). Les conditions
sur la course de 'actionneur prismatique pour un espace dextre de type D sont

définies dans 1'équation (5.26). La condition inférieure sur la course de I’actionneur
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prismatique pour un espace dextre de type E est donc définie comme étant :

Ly > 13 =13 (5.29)

La condition du type A pour une patte d’espace dextre de classe 3 est aussi
définie dans 1’équation (5.17). Ainsi, les conditions dans lesquelles une patte a un

espace dextre de type E sont :

\JrE—r?< Ly <241} — 1} (5.30)

Frontiéres de ’espace dextre de type E

Le type E est un peu plus facile & définir car les arcs supplémentaires du type
D n’existent pas. La figure 5.18 démontre les parameétres nécessaires pour définir ce

type d’espace.

FIGURE 5.18 — Angles et dimensions d’une patte du type E

L’angle n est simplement défini par :

n = sin~> <Tl) (5.31)
T2
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Résumé des conditions

Dans cette section, plusieurs types d’espace dextre des pattes avec un actionneur
prismatique redondant ont été identifiés. Selon la classe de l'espace dextre de la
partie sans redondance de chaque patte, les conditions nécessaires pour chaque type
different. Le tableau 5.5 résume les conditions de tous les types d’espace dextre des

pattes PRRR et PRPR.

Tableau 5.5 — Conditions pour chaque type d’espace dextre

Type Classe Condition Figure
1 N/A
A 2 Ly > 2ry 5.10(a)
3 L4 Z 2 T% - T'%
B 2 Ly < 2rg 5.10(b)
C 3 L4 S To —T 510(0)
D 3 T — 11 < Ly < /T2 =1}  5.10(d)
E 3 V2 —r2 < Ly <24/r2—71} 5.10(e)

5.4 Pattes RRRR et RRPR

Il a été vu au chapitre 3 que les architectures RRRR et RRPR sont basées sur
les architectures sans redondance RRR et RPR. En plus, ces deux architectures avec
redondance ont un DDL de redondance cinématique sous la forme d’un actionneur
rotoide ajouté & la base de chaque patte. Les architectures des pattes RRRR et
RRPR sont illustrées a la figure 5.19.

D’une fagon similaire aux pattes PRRR et PRPR, I'effet de I’ajout de I’actionneur

redondant sur I’espace dextre des pattes sans redondance peut étre étudié séparément
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FIGURE 5.19 — Pattes avec redondance RRRR et RRPR

de I'étude de 'espace dextre des parties sans redondance. Dans le présent cas, I’ac-
tionneur redondant est une rotoide actionnée. Dans la section 5.1, il a été vu que
selon les dimensions de leurs membres, les pattes d’architecture RRR peuvent pro-
duire trois classes d’espace dextre définies par un, deux ou trois cercles concentriques.
Dans la section 5.2, les trois mémes classes ont été identifiées pour les pattes d’ar-
chitecture RPR.

Dans la section 5.3, tous les types d’espace dextre des pattes PRRR et PRPR
ont été présentés en ordre des types (type A & type E). Cependant, pour les pattes
d’architectures RRRR et RRPR il est plus efficace de présenter l’espace dextre en
ordre des classes d’espace dextre de leur partie sans redondance (RRR et RPR). Les
différents types d’espace dextre seront alors présentés en ordre des classes qui les
produisent, c’est-a-dire, de classe 1 & classe 3.

Afin de déterminer les types d’espace dextre des pattes RRRR et RRPR, il est

important de bien comprendre effet de I’actionneur redondant. Cet effet est analogue
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a celui de 'actionneur prismatique redondant des pattes PRRR et PRPR.

Dans les sections 5.1 et 5.2, il a été vu que le centre des classes d’espace dextre
des parties sans redondance des pattes (RRR ou RPR) est situé & la base de la
patte. Ce point est fixe lorsque la partie sans redondance est considérée séparément.
Cependant, lorsque ’actionneur redondant est ajouté, le centre des classes d’espace
dextre n’est plus fixe, il suit une trajectoire qui est simplement un cercle de rayon Ly4
centré a la base de la patte avec redondance, c’est-a-dire, la position de I'actionneur
redondant. L'effet de I'actionneur redondant est donc que ’espace dextre de la partie
sans redondance est entrainé et étiré le long de cette trajectoire.

Les prochaines sections déterminent les types d’espace dextre qui sont possibles
lorsque I'actionneur redondant est une rotoide. Les types sont identifiés par un

numéro qui désigne le nombre de cercles concentriques nécessaires pour les définir.

5.4.1 Espaces dextres qui résultent d’une patte RRR ayant

un espace dextre de classe 1

En connaissant I'effet de I'actionneur redondant sur ’espace dextre des pattes, il
est possible d’étudier I’espace dextre des pattes d’architectures RRRR et RRPR. Les
pattes dont ’espace dextre de la partie sans redondance est de classe 1 sont étudiées
en premier car les types d’espace dextre qui en résultent sont plus simples.

L’espace dextre des pattes RRRR et RRPR varie, non seulement selon la classe
de l’espace dextre de la partie sans redondance, mais aussi selon la longueur Ly. Plus
L4 est grand, plus l'espace dextre de la patte est grand. La figure 5.20 montre un

exemple de I'espace dextre résultant lorsque la longueur L4 est relativement courte.
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L’espace dextre d'une telle patte est de type 1 car il est défini par un seul cercle.
Il est & noter que dans les figures de cette section ol ’espace dextre des pattes
avec redondance est montré, le cercle pointillé représente la trajectoire du centre de
Pespace dextre de la partie sans redondance. En plus, le petit cercle noir au centre

de Pespace dextre est la position de la base de la patte avec redondance.

FIGURE 5.20 — Espace dextre d’une patte RRRR de classe 1 et de type 1

En fait, I’espace dextre résultant est de type 1 lorsque la condition suivante est

respectée :

L4 S T (532)

ol tel que présenté dans les sections 5.1 et 5.2, r; est le rayon du cercle définissant
I’espace dextre de classe 1. Dans le présent cas, le rayon du cercle définissant 1’espace

dextre de la patte avec redondance est donné par :

rr1 = La+71 (5.33)

Par contre, lorsque la longueur L4 ne respecte pas la condition (5.32), le centre
de la trajectoire est & ’extérieur de ’espace dextre de classe 1. Dans un tel cas, la

base de la patte n’est pas dans 'espace dextre. En effet, un cercle ayant un rayon
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défini par ’équation suivante représente une limite interne de I’espace dextre :

Tro = L4 — 7 (534)

Avec cette équation, il est possible de voir que lorsque Ly < 71, le rayon rgo
est négatif ou nul, c’est-a-dire que la base est effectivement recouverte par 'espace
dextre qui est alors de type 1 comme 'illustre la figure 5.20. La figure 5.21 illustre
I'espace dextre résultant lorsque la condition (5.32) n’est pas respectée et l’espace

dextre de la patte est de type 2.

FIGURE 5.21 — Espace dextre d’une patte RRRR de classe 1 et de type 2

Le tableau 5.6 résume les types, les conditions et les rayons résultants des pattes
d’espace dextre de classe 1 suite a I'ajout de leffet de 'actionneur redondant. Ce

tableau indique aussi les figures qui illustrent chaque type.

Tableau 5.6 — Conditions et rayons des types d’espace dextre provenant de classe 1

Type Condition Rayon(s) Figure
1 Li<m TR = Ls+71 5.20
rro=1L4—1;
2 Ly>m Tm=Ls+1m 5.21
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5.4.2 Espaces dextres qui résultent d’une patte RRR ayant

un espace dextre de classe 2

Comme il a été vu dans la section 5.1, les espaces dextres de classe 2 sont définis
par deux cercles concentriques. Le cercle le plus petit, de rayon ry, définit la limite
interne de l’espace dextre et le cercle le plus grand, de rayon r3, en définit la limite
externe. Il a été vu dans la section précédente que la limite externe de 'espace dextre

s’agrandit lorsque la longueur L4 s’allonge. Le nouveau rayon externe est donc :

TRy =7T3+ Ly (535)

Puisque l'actionneur redondant a pour effet d’étirer I’espace dextre sur sa tra-
jectoire, la limite inférieure se rapetisse lorsque la longueur L4 augmente. Pour une

longueur L4 courte, le rayon de la limite interne de I'espace dextre est alors :

TRy = T9 — L4 (536)

La figure 5.22 montre un exemple de l'espace dextre de type 2 obtenu lorsque la

longueur L4 respecte la condition suivante :

Ly < (537)

Des équations (5.36) et (5.37), il peut étre vu que lorsque la condition (5.37)
n’est pas respectée, le rayon rgo est nul ou négatif. Dans un tel cas, 'espace dextre
résultant est de type 1 comme montré a la figure 5.23. Cependant, il y a une deuxiéme

condition & considérer pour un espace dextre de type 1, une semblable a la condition
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FIGURE 5.22 — Espace dextre d’une patte RRRR de classe 2 et de type 2

(5.32). Le cercle définissant la limite supérieure de I'espace dextre de classe 2 a un
rayon de 73 et non 7. La condition supérieure pour un espace dextre de type 1 est

alors la suivante :

Ly <rs (5.38)

FIGURE 5.23 — Espace dextre d’une patte RRRR de classe 2 et de type 1

Lorsque la longueur L, est supérieure & r3, une limite interne se manifeste et
délimite une partie non-dextre & la base de la patte ayant un rayon défini comme

suit :
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Tro = L4 — T3 (5.39)

Il est & noter que la définition de ce rayon n’est pas la méme que celle de ’équation
(5.34). Un espace dextre de type 2 comme illustré & la figure 5 24 se manifeste lorsque

la condition (5.38) n'est pas respectée

P

FIGURE 5.24 — Espace dextre d’une patte RRRR de classe 2 et de type 2

Le tableau 5.7 résume les types, les conditions et les rayons résultants des pattes
d’espace dextre de classe 2 suite a ’ajout de l’effet de ’actionneur redondant. Ce

tableau mdique aussi les figures qui illustrent chaque type.

5.4.3 Espaces dextres qui résultent d’une patte RRR ayant

un espace dextre de classe 3

L’espace dextre de classe 3 peut étre vu comme la combinaison des classes 1 et 2

Cette classe est définie par trois cercles concentriques et di a ce troisieme cercle, les
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Tableau 5.7 — Conditions et rayons de tous les types d’espace dextre provenant de
classe 2

Type Condition Rayon(s) Figure
TR =Ty — Ly
2 Ly<rg TRy = L4+ 13 5.22
1 ro KLy <ry TRs=Ls+T3 5.23
Tro = Ly — 13
2 Ly > r3 TR = Ls+rs 5.24

espaces dextres qui résultent de telles pattes sont plus complexes & étudier. En fait,
I’espace dextre de classe 3 peut étre divisé en deux parties. Une partie résulte du
cercle de rayon r; et l’autre partie résulte de la région comprise entre les rayons r
et r3. Dorénavant, la partie qui résulte du cercle de rayon 7, sera nommeée la partie
I (interne) et l’autre partie sera nommée la partie X (externe). Ceci est illustré a la

figure 5.25.

FIGURE 5.25 — Les deux parties de I'espace dextre de classe 3

Premierement, lorsque la longueur L, est trés courte, un espace dextre de type
3 en résulte. Dans un tel cas, la partie I est de type 1 et la partie X est de type 2.
En plus, la limite interne de la partie X est plus grande que la limite externe de la

partie L.
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FI1GURE 5.26 — Espace dextre d’une patte RRRR de classe 3 et de type 3

Les rayons des cercles de ce type d’espace dextre sont définis par °

rr1 = L4 + 1 (section 5.4.1)
Tro = T2 — L4 (section 5.4.2) (5.40)

rrs = L4 + 73 (section 5.4.2)

Lorsque la longueur L4 augmente, un des cas suivants se produit avant 'autre :

1. Les parties I et X se fusionnent (rg; > Trs)

2. La partie I devient de type 2

Avec I’équation (5.40), on connait les rayons 7g; et rre. De la définition de ces

deux rayons, I et X se fusionnent lorsque la condition suivante est respectée *

Li> (T—z;—“> (5.41)
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De la section 5.4.1, on sait que la condition pour que la partie I devienne de type

2 est la suivante :

L4 >nr (542)

Donc, en augmentant la longueur Ly, le fusionnement des deux parties se passe
avant que la partie I devienne de type 2 si la condition (5.41) est respectée avant la

condition (5.42), c’est-a-dire, si la condition suivante est respectée :

<’"2 - Tl) <r (5.43)

ou

Ta < 3’:"1 (544)

Les types d’espace dextre qui résultent des pattes de classe 3 et les conditions
dans lesquelles ils se manifestent seront différents selon que la condition de I'inégalité
(5.44) est respectée ou non. Deux études distinctes sont donc nécessaires. Dorénavant,
les pattes qui respectent la condition ci-haut seront dites de classe 3-1 et les pattes

que ne la respecte pas seront dites de classe 3-2.

Espaces dextres des pattes de classe 3-1

Rappelons que pour ce type de patte, les parties I et X se fusionnent avant que
la partie I devienne de type 2. Si la condition (5.41) n’est pas respectée, les parties

I et X ne sont pas jointes et les pattes de classe 3-1 ont un espace dextre de type 3.
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La condition est alors la suivante :

Ly < (” = ”) (5.45)

Ce type est présenté au début de la section 5.4.3 et est illustré a la figure 5.26.
Cependant, lorsque cette condition n’est pas respectée, l’espace dextre résultant est
de type 1, c’est-a-dire qu’il y a fusionnement des parties I et X. Un exemple de ce

type d’espace dextre est illustré a la figure 5.27.

FIGURE 5.27 — Espace dextre de type 1 d’une patte RRRR de classe 3-1

Dans cette figure, il peut étre vu que le rayon rg; est plus grand que rgs et alors
la partie non-dextre entre les deux disparait. Il a été vu dans la section 5.4.1 que la
partie I devient de type 2 lorsque Ly > 1. La condition pour un espace dextre de

type 1 est alors la suivante :

(7‘2;7‘1) <Ls<m (5.46)

Lorsque la longueur L, est plus grande que 7, une limite inférieure se présente
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car la partie I est de type 2. Dans ce cas, 'espace dextre de la patte avec redondance
est, elle aussi, de type 2. La figure 5.28 illustre un exemple d’une patte de classe 3-1

et de type 2.

FIGURE 5.28 — Espace dextre de type 2 d’une patte RRRR de classe 3-1

Encore une fois, plus L4 est grand, plus le rayon rgg au centre s’agrandit. Celui-ci

est défini par le suivant :

rrRo = L4 — 11 (5.47)

1l est important de noter que méme si les parties I et X ont fusionné, les rayons
Tm et Tro continuent & évoluer. A partir du fusionnement, le rayon rg; ne servira
jamais comme limite de I'espace dextre car il sera toujours supérieur au rayon 7gs
mais aussi toujours inférieur au rayon rg3. Par contre, le rayon rgs évolue dans le
sens contraire des autres, c’est-a-dire, plus L4 est grand, plus le rayon rp; diminue

comme on peut le voir & I'équation (5.40). Selon les équations (5.40) et (5.47), les
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rayons Tgo et Tro sont égaux lorsque Ly = (ﬂ%) Il est donc possible que le rayon
TRe SOit inférieur au rayon rgg. Dans un tel cas, la limite interne de 'espace dextre
est défimie par le rayon rgry Le rayon rgo définmit la limite interne quand la condition

suivante est respectée :

m<ly< (7‘2 ; 'f‘1> (548)

et rre définit la limite interne lorsque la condition swivante est respectée .

r
(”; 1) <Ly<rm (5.49)

Lorsque L4 est plus grand que 79, le rayon rgy est nul et la partie non-dextre
disparait. L’espace dextre est alors de type 1 encore une fois. Un exemple d’un

espace dextre de ce type est illustré a la figure 5.29

y
r3

776 72
L,

L

FIGURE 5.29 — Espace dextre de type 1 d'une patte RRRR de classe 3-1
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Une partie non-dextre se manifeste lorsque la partie X redevient de type 2, c’est-
a-dire, lorsque la condition (5.38) n’est pas respectée. Un espace dextre de type 2
est alors & nouveau le résultat qui est le méme que dans la figure 5.24 de la section
5.4.2. Les définitions des rayons des limites interne et externe sont aussi les mémes.

Le tableau 5.8 résume tous les types, les conditions et les rayons qui résultent des
pattes de classe 3-1. Il est & noter que la définition de rry de la figure 5.28 n’est pas

la méme que celle de la figure 5.24.

Tableau 5.8 — Conditions et rayons de tous les types d’espace dextre provenant de
pattes de classe 3-1

Type Condition Rayon(s)  Figure
TRl = Ly+ T
3 Ly < (D%ﬂ) Tha =T9 — Ly 5.26

’T'R3=L4+’f‘3

1 (25) < Ly<r rps=Ls+rs 527
TrRo = Ly — 71

2 T'1<L4<(£%i TRy = Lg+ 173 5.28
TRz =To — Ly

2 ()< Ly<ry rrs=Ls+r; 528

1 79 < Ly <73 res=Ls+1rs  5.29
Tro = Lg— 13

2 L4 >T3 TRy = L4 +7r3 5.24

Espaces dextres des pattes de classe 3-2

Les pattes de classe 3-2, ¢’est-a-dire les pattes qui ne respectent pas la condition
(5.44) et pour lesquelles la partie I devient de type 2 avant que les parties I et X se
fusionnent, ont des types d’espace dextre différents de ceux des pattes de classe 3-1.
Cependant, lorsque la longueur L4 est trés courte, ’espace dextre résultant est de

type 3 comme c’est le cas des pattes de classe 3-1. Les définitions des rayons sont
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aussi les mémes que celles pour les pattes de classe 3-1. Le seul changement est la
condition selon laquelle 'espace dextre n’est plus de type 3. Cette condition est la

suivante :

Ly>m (5.50)

Ce type a été présenté au début de la section 5.4.3. Lorsque cette condition est
respectée et la partie I devient de type 2, une partie non-dextre & la base de la patte
se présente. Cette fois, les parties I et X ne sont pas encore fusionnées, c’est-a-dire,
I’espace dextre dans de telles conditions est défini par quatre cercles concentriques
et est dit de type 4. Un exemple de ce type d’espace dextre est illustré & la figure
5.30.

FIGURE 5.30 — Espace dextre de type 4 d’une patte RRRR de classe 3-2

Les rayons des cercles dans cette figure sont les suivants :

TrRo = Lg— 11
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TrRi=Ls+m
rre=rs—Ls (5.51)

T3 = Ly + 13

Lorsque les parties I et X se fusionnent, ’espace dextre change de type et devient

alors de type 2. La condition pour un espace dextre de type 4 est alors la suivante :

r < Ly < (” = “) (5.52)

Les pattes avec une longueur L4 supérieure ou égale & 5™ ont alors un espace

dextre de type 2. Un exemple de ce cas est illustré a la figure 5.31.

FIGURE 5.31 — Espace dextre de type 2 d’'une patte RRRR de classe 3-2

Les autres types d’espace dextre et les conditions associées sont les mémes que
pour les pattes de classe 3-1. Le tableau 5.9 résume les types, les conditions et les

rayons des espaces dextres qui résultent des pattes de classe 3-2. Encore une fois, la
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définition du rayon rgo de la figure 5.31 n’est pas la méme que celle de la figure 5.24.

Tableau 5.9 — Conditions et rayons de tous les types d’espace dextre provenant des
pattes de classe 3-2

Type Condition Rayon(s) Figure
TR = Ls+ 11
3 L4ST‘1 T‘R2=T2—L4 5.26

T'R3=L4+T'3
Tro = Lg— 11
TR1 =L4+7"1

4 r < Ly < (7‘2;”) TRy =T — Ly 5.30
TR3 =L4+r3
TrRo = Ly — 11

2 (EZE_TL) <Ly < (2212-—0“) TRy = L4+ 73 5.31
TRy =Tg — Ly
2 (ﬂ_z‘t'ﬂ_) S Ly<my TRy = Ly + 13 5.31

1 Ta S L4 < T3 TR — L4 + 73 5.29
TrRo = L4 — 13
2 Ly>rs rry = L4+ 713 5.24




Chapitre 6

Espace dextre des manipulateurs

Une fois que l’espace dextre de chacune des pattes d’un manipulateur est
déterminé et que les frontiéres sont définies, les prochaines étapes de la détermination
de I'espace dextre des manipulateurs paralléles plans avec redondance cinématique
peuvent étre exécutées. Ces étapes ont été présentées au chapitre 4. Les prochaines
sections définissent les espaces dextres des manipulateurs étudiés. Premiérement,
les points d’intersection des frontieres des espaces dextres des pattes sont calculés.
Ensuite, les segments de droites et d’arcs qui font partie des frontieres de ’espace
dextre de chaque manipulateur sont identifiés. Le calcul de l'aire de ’espace dextre
est ensuite effectué et des résultats sont finalement présentés. Les résultats ont été
obtenus en utilisant un algorithme codé en langage MATLAB suivant la méthode

présentée dans ce travail.
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6.1 Espace dextre des manipulateurs n-PRRR et
n-PRPR

Les pattes d’architectures PRRR et PRPR ont un espace dextre de forme
identique. En effet, les mémes cinq types d’espace dextre ont été identifiés. Par
conséquent, les espaces dextres des manipulateurs n-PRRR et n-PRPR peuvent étre
déterminés de la méme facon. Il est & noter que des manipulateurs composés a la
fois de pattes d’architecture PRRR et d’architecture PRPR ont un espace dextre
qui peut étre déterminé par la méthode présentée dans cette section, c’est-a-dire
des manipulateurs hybrides d’architecture m-PRRR-n-PRPR. L’espace dextre d’un
manipulateur n-PRRR et n-PRPR est I'intersection de ’espace dextre de toutes ses

pattes.

6.1.1 Intersection des frontieres et segmentation des arcs et

des droites

L’étape 2 de la méthode utilisée pour obtenir ’espace dextre des manipulateurs
paralléles plans est la détermination de l'intersection des frontieres de I’espace dextre
de chacune de ses pattes. Puisque les frontiéres de ’espace dextre des pattes PRRR
et PRPR consistent d’arcs et de droites, la méthode dans la section 4.2 peut étre
utilisée pour trouver tous les points d’intersection entre tous les arcs et les droites
des frontieres de chaque patte. Il est & noter que les points d’intersection de chaque
arc et de chaque droite avec tous les arcs et les droites de toutes les pattes doivent

étre identifiés.
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Tel qu’expliqué dans la section 4.3, une fois que tous les points d’intersection
sont identifiés, ceux-ci peuvent étre triés. Les arcs et les droites peuvent ensuite étre

segmentés 4 ces points.

6.1.2 Frontieres de I'espace dextre des manipulateurs

Une fois que tous les arcs et les droites ont été segmentés, une liste d’arcs et
de droites peut étre établie pour chaque patte du manipulateur. Afin de déterminer
quel segment fait partie de I’espace dextre du manipulateur, il ne reste qu’a identifier
lesquels de ceux-ci sont a l'intérieur de I'espace dextre de toutes les pattes dont ils
ne proviennent pas. Puisqu’un segment fait, par définition, partie de la frontiére de
la patte d’ou il provient, il n’est pas nécessaire de vérifier s’il est dans son espace
dextre. Pour cette raison, il est important d’avoir une différente liste pour chaque
patte.

Puisque les pattes PRRR et PRPR ont un espace dextre de la méme forme,
la méthode pour déterminer si un segment est & l'intérieur de l’espace dextre est la
méme. Premiérement, des types définis dans la section 5.3, il peut étre vu que ’espace
dextre peut contenir jusqu'a trois régions. La figure 6.1(a) illustre ces trois régions.
La région la plus centrale est définie par r, une région non-dextre est définie par 7,
et la région la plus grande est définie par r3. Dans la figure 6.1(b), les composantes
des région définies par r; ou r3, qui ont la méme forme, sont illustrées. Les régions
définies par r; et r3 sont composées de deux cercles et d’un rectangle. Un point
quelconque est dans cette région s’il est dans un des cercles ou dans le rectangle.

Il est & noter qu'un point peut étre dans les deux cercles et le rectangle en méme
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temps.

La figure 6.1(c) illustre les composantes de la région définie par r,. La région
définie par ro est simplement l'intersection de deux cercles et délimite une partie
non-dextre. Un point est dans cette région s’il est dans ces deux cercles en méme
temps. La définition de ces régions est importante pour déterminer si un segment est
a l'intérieur de 'espace dextre d’une patte ou non.

Région définie par 7;
Région définie par r,

Région définie par #;

(a) Régions de I’espace dextre

________

(b) Région définie par r; ou r; (c) Région définie par r,

FIGURE 6.1 — Régions qui définissent 1'espace dextre d’une patte PRRR ou PRPR

Un espace dextre de type A est simplement une région définie par r; ou r3. Un
point quelconque est dans un espace dextre de type A s’il est dans cette région.

Un espace dextre de type B contient une région définie par 3 et une région définie
par 79. Un point est dans un espace dextre de type B s'il est dans la région définie
par r; mais non dans celle définie par 7.

Les espaces dextres de types C, D et E contiennent les trois régions tel que montré
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dans la figure 6.1(a). Un point est dans un espace dextre de ces types s’il est dans
la région définie par r; ou s’il est dans la région définie par r3 et non dans la région
définie par 75. Il est & noter qu’un point qui est dans la région définie par ry peut
étre dans 'espace dextre s’il est aussi dans la région définie par r;.

Comme il est expliqué dans la section 4.4, seulement un point sur le segment a
besoin d’étre vérifié pour déterminer si le segment est dans 'espace dextre des pattes
dont il ne provient pas. Il a aussi été vu que le point au centre du segment est utilisé
afin d’éviter des erreurs. Les coordonnées du point au centre de chaque segment sont
donc calculées pour ensuite vérifier s’il est a 'intérieur de ’espace dextre de toutes
les autres pattes. Les segments qui sont & l'intérieur de I'espace dextre de toutes les
autres pattes font alors partie de la frontiére de ’espace dextre du manipulateur.
Une liste finale de tous les segments de la frontiere de P'espace dextre peut ensuite

étre établie.

6.1.3 Aire de ’espace dextre

Avec la liste des segments qui forment la frontiére de l'espace dextre, ’aire de
I’espace dextre peut étre obtenue par intégration. Tel qu’expliqué dans la section
4.5, le théoreme de la divergence de Gauss peut étre utilisé pour intégrer le long des
frontieres de l'espace dextre. Chaque segment peut étre intégré séparément et les
contributions de tous les segments peuvent étre additionnées pour calculer I’aire de
I’espace dextre. Puisque les segments qui délimitent les frontieres de 'espace dextre
des manipulateurs n-PRRR et n-PRPR sont des arcs et des droites, la méthode

présentée dans la section 4.5 peut étre employée telle que présentée.
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6.1.4 Exemples d’espace dextre des manipulateurs n-PRRR
et n-PRPR

Afin de démontrer des applications de la méthode présentée appliquée aux ma-
nipulateurs n-PRRR et n-PRPR, deux exemples de manipulateurs n-PRRR et leur
espace dextre sont présentés. Des espaces dextres semblables se présentent pour des
manipulateurs n-PRPR. Pour aussi démontrer que la méthode fonctionne avec des
manipulateurs avec n’importe quel nombre de pattes, les espaces dextres d’un ma-
nipulateur a trois pattes et d'un manipulateur & quatre pattes sont présentés. Le
premier manipulateur est un manipulateur & trois pattes et est illustré a la figure

6.2.

0 ’ 1 2 3 4 5 6 7
FIGURE 6.2 - Exemple d’un manipulateur 3-PRRR

Les dimensions de chaque patte de ce manipulateur sont présentées dans le ta-

bleau 6.1 ot (X™n Y™") et (X™® Y™4%) sont, respectivement, les coordonnées de
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la limite inférieure et de la limite supérieure de I'actionneur prismatique de chaque
patte. L1, Lo et L3 sont les longueurs des membres de chaque patte & partir de ’ac-
tionneur prismatique jusqu’a I'organe terminal, tel que présenté dans la section 3.3.
Le type d’espace dextre de chaque patte est aussi présenté dans ce tableau. En uti-
lisant la méthode présentée dans ce travail, il peut étre démontré que chaque patte
de ce manipulateur a un espace dextre de type B. La géométrie de 1’espace dextre
du manipulateur est montrée a la figure 6.3. Il est & noter que les dimensions et les
coordonnées peuvent étre n’importe quelle unité de longueur et que 'aire indiquée
dans ce qui suit représente I'unité de longueur au carré. En utilisant le théoreme de la
divergence de Gauss, l’aire de ’espace dextre de ce manipulateur peut étre calculée :

A=31,77.

Tableau 6.1 — Dimensions de 'exemple d’un manipulateur 3-PRRR

patte
1 2 3
Ly 3,6 3,6 3,6
Ly 2,7 2,7 2,7
Ly 0,9 0,9 0,9

(Xmnym™m)  (2,0) (5,5) (0,2)
(Xmee,ymaz) (4,0) (6,2) (1,5)
Type B B B

Le deuxiéme manipulateur est un manipulateur & quatre pattes et est illustré a
la figure 6.4. Les dimensions de chaque patte de ce manipulateur sont présentées
dans le tableau 6.2. Le type d’espace dextre de chaque patte de ce manipulateur est
présenté dans le tableau 6.2. La géométrie de l'espace dextre du manipulateur est
montrée a la figure 6.5. En utilisant le théoréme de la divergence de Gauss, l'aire de

I’espace dextre de ce manipulateur peut étre calculée et donne le résultat suivant :
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FIGURE 6.3 — Espace dextre de I’exemple d’un manipulateur 3-PRRR

A = 34,55.

Tableau 6.2 — Dimensions de ’exemple d’un manipulateur 4-PRRR

patte
1 2 3 4
Ly 3,6 2,7 3 1,7
Ly 2,7 3,6 3 2,9
Ls 0,9 0,7 0,9 1,1

(XpnYr) (3,8) (1,-)  (1,1) (25,08)
(X’Znaz’ytima:c) ('1 ’ ~1) (3 ’ _2’5) (1 ) 4) (0 ’ 0’8)
Type B B A B

Les figures 6.3 et 6.5 illustrent que la méthode peut étre appliquée a des mani-
pulateurs avec avec n’importe quel nombre de pattes. Elles illustrent aussi que les

parties non-dextres a l'intérieur de ’espace dextre sont identifiables.
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FIGURE 6.5 — Espace dextre de I’exemple d’un manipulateur 4-PRRR
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6.2 Espace dextre des manipulateurs n-RRRR et
n-RRPR

L’espace dextre d’'un manipulateur d’architecture n-RRRR ou n-RRPR est l'in-
tersection de ’espace dextre de toutes ses pattes. L’espace dextre des pattes d’archi-
tectures RRRR et RRPR ainsi que la définition des frontiéres ont été présentés dans
la section 5.4. Dans la présente section, la méthode pour déterminer les frontieres et
Paire de 'espace dextre des manipulateurs d’architectures n-RRRR et n-RRPR. est
présentée. Des exemples sont aussi présentés pour démontrer des applications de la

méthode.

6.2.1 Intersection des frontieres et segmentation des cercles

Cette section propose une simplification des étapes 2 et 3 de la méthode générale
présentée dans les sections 4.2 et 4.3. Cette simplification peut s’appliquer & tout ma-
nipulateur dont ’espace dextre de chaque patte est composé uniquement de cercles.

1l est important de noter que la segmentation des cercles de I’espace dextre des
manipulateurs d’architectures n-RRRR et n-RRPR peut étre faite en utilisant la
méthode présentée dans les sections 4.2 et 4.3 afin de généraliser la méthode pour
tous les manipulateurs étudiés. Il suffit de considérer que les cercles sont des arcs de
0 a 27 radians. Cependant, il est aussi possible de modifier ces étapes de la méthode
pour simplifier la détermination des points d’intersection et de la segmentation des
frontiéres de I'espace dextre. L'augmentation de lefficacité d'une telle modification

provient des deux faits suivants :
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1. Il n’est pas nécessaire de vérifier si les points d’intersection potentiels sont sur

les arcs puisque les cercles qui définissent les frontiéres sont complets.

2. Il n’y a que des cercles et non des arcs et des droites.

Premiérement, la détermination des points d’intersection peut étre simplifiée par

le fait qu’il n’y a que des cercles. Deux cercles se croisent si :

d§r1—+—r2 (61)

et
d > |ry — 12 (6.2)

ol d est la distance entre le centre des deux cercles et r; et r; sont les rayons des

deux cercles. L'intersection de deux cercles est illustrée & la figure 6.6.

FIGURE 6.6 — Points d’intersection de deux cercles

Si les deux cdtés d’une des conditions des équation (6.1) et (6.2) s’égalisent,
un seul point d’intersection est identifié. Autrement, deux points d’intersection sont
identifiés. La détermination des deux points d’intersection peut étre faite de la méme

fagon que la méthode pour deux arcs présentée dans la section 4.2.1. Cependant, il
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n’est pas nécessaire de vérifier si les points sont sur I'arc.

Une fois que tous les points d’intersection de chaque cercle sont identifiés, la
segmentation est faite en créant des arcs du premier point d’intersection au deuxiéme,
du deuxiéme au troisiéme, et ainsi de suite jusqu’au dernier point d’intersection. 11 y
a également un arc du dernier point d’intersection jusqu’au premier pour compléter
le cercle. Pour ceci, il suffit de prendre 'angle correspondant au dernier point et

soustraire 27. La figure 6.7 illustre la segmentation d’un cercle.

FIGURE 6.7 — Segmentation d’un cercle

Dans cette figure, 1; est 1’angle correspondant au iéme point d’intersection. Il

peut étre vu que n segments d’arcs sont créés a partir de n points d’intersection.

6.2.2 Frontiéres de ’espace dextre des manipulateurs n-

RRRR et n-RRPR

Une fois que tous les cercles des frontieres de l'espace dextre de chaque patte
ont été segmentés, il est possible de déterminer les frontiéres de ’espace dextre des
manipulateurs. Premiérement, une liste de tous les segments est établie. Ensuite,
il suffit de déterminer quels segments font partie des frontieres de l'espace dextre.

Puisque tous les segments sont des arcs et que ’espace dextre de chaque patte des
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manipulateurs est défini par des cercles concentriques, la méthode pour déterminer
quels segments font partie des frontiéres de ’espace dextre des manipulateurs est
kplus simple que celle pour les manipulateurs n-PRRR et n-PRPR.

11 faut vérifier si chaque segment fait partie des frontieres de ’espace dextre ou
non. Seulement un point sur le segment est vérifié afin de déterminer s’il est dans
I'espace dextre de toutes les pattes dont il ne provient pas. Le point au centre du
segment est choisi pour faire cette vérification.

Afin de déterminer si un point est dans l'espace dextre d’une patte, il faut
premiérement connaitre la forme de I'espace dextre de la patte. Il a été vu dans
la section précédente que l'espace dextre de chaque patte d’architecture RRRR ou
RRPR est défini par une série de cercles concentriques. Dans tous les types identifiés,
les cercles de rayons ry ou 7o définissent une limite interne de 1’espace dextre, c’est-
a-dire, les points & l'intérieur ne sont pas dans 'espace dextre. Les cercles de rayons
r1 ou 73 définissent une limite externe de ’espace dextre oll les points & l'intérieur
sont dans l'espace dextre. En plus, les cercles de rayons inférieurs ont priorité sur les
cercles de rayons supérieurs.

Il est donc choisi de vérifier les cercles de rayons inférieurs en premier et d’identi-
fier le premier cercle dont le point fait partie. Ensuite, si le plus petit cercle & inclure
le point définit une limite interne (rayon 7y ou r3), le point n’est pas dans ’espace
dextre. Par contre, si le plus petit cercle & inclure le point définit une limite externe
(rayon r; ou 73), le point est dans 'espace dextre de cette patte. Evidemment, si le
point n’est dans aucun cercle, il n’est pas dans l'espace dextre de cette patte. Un
point est dans un cercle si sa distance par rapport au centre du cercle est inférieure

au rayon du cercle.
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6.2.3 Aire de ’espace dextre des manipulateurs n-RRRR et
n-RRPR

Avec la liste des segments qui forment la frontiere de ’espace dextre, l’aire de
Pespace dextre peut étre obtenue par intégration. Tel qu’expliqué dans la section
4.5, le théoreme de la divergence de Gauss peut étre utilisé pour intégrer le long des
frontiéres de ’espace dextre. Chaque segment peut étre intégré séparément et les
contributions de tous les segments peuvent étre additionnées pour calculer aire de
Pespace dextre. Puisque les segments qui délimitent les frontiéres de 1'espace dextre
des manipulateurs n-RRRR et n-RRPR sont tous des arcs, la méthode présentée

dans la section 4.5 peut étre employée.

6.2.4 Exemples d’espaces dextres des manipulateurs n-

RRRR et n-RRPR

Afin de démontrer des applications de la méthode présentée dans cette section,
deux exemples de ’espace dextre de manipulateurs avec une articulation rotoide
comme redondance cinématique sont présentés. Le premier manipulateur est un ma-
nipulateur 3-RRRR et le deuxiéme est un manipulateur avec deux pattes RRRR
ainsi que deux pattes RRPR afin de démontrer la polyvalence de la méthode. Le
premier manipulateur est illustré & la figure 6.8.

Le tableau 6.3 présente les dimensions du manipulateur 3-RRRR illustré a la
figure 6.8.

La figure 6.9 Illustre I’espace dextre du manipulateur avec les dimensions du

tableau 6.3. Ce manipulateur a un espace dextre ayant une aire de 24,11.
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FIGURE 6.8 — Manipulateur 3-RRRR

Tableau 6.3 — Dimensions du manipulateur 3-RRRR de la figure 6.8

Chaine cinématique

1 2 3

Type RRRR RRRR RRRR
L 2.00 2.00 2.00
L, 1.20 1.20 1.20
Ls 0.40 0.40 0.40
Ls 1.00 1.00 1.00

(Xs,Ys) (0.00, 0.00) (1.00 , 1.73) (2.00 , 0.00)

Le deuxiéme manipulateur est un manipulateur hybride 2-RRRR-2-RRPR, c’est-
a-dire un manipulateur avec deux pattes RRRR et deux pattes RRPR. Ce manipu-
lateur démontre bien la polyvalence de la méthode présentée. Celui-ci est illustré a
la figure 6.10.

Le tableau 6.4 présente les dimensions du manipulateur 2-RRRR-2-RRPR illustré

a la figure 6.10.
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FIGURE 6.9 — Espace dextre du manipulateur 3-RRRR de la figure 6.8

FIGURE 6.10 — Manipulateur 2-RRRR-2-RRPR
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Tableau 6.4 — Dimensions du manipulateur 2-RRRR-2-RRPR de la figure 6.10

Chaine cinématique

1 2 3 4
Type RRRR RRRR RRPR RRPR
Ly ou L™n 2.00 1.80 0.20 0.50
L, ou Lmes 1.20 1.30 2.40 1.60
Ls 0.40 0.40 0.40 0.40
Ly 1.10 0.60 0.90 1.50
(Xs5,Ys)  (0.00, 1.35) (2.30 , 2.00) (2.00 , 0.00) (0.00 , 0.00)

L’espace dextre du manipulateur 2-RRRR-2-RRPR de la figure 6.10, est présenté

a la figure 6.11. Cet espace dextre a un espace dextre ayant une aire de 9,05.

FIGURE 6.11 — Espace dextre du manipulateur 2-RRRR-2-RRPR de la figure 6.10



Conclusion

Discussion des résultats

Dans ce travail, une méthode géométrique pour la détermination de l’espace
dextre des manipulateurs paralléles plans avec redondance cinématique a été pro-
posée. Cette méthode a été appliquée a quatre architectures de manipulateurs : les
manipulateurs n-PRRR, les manipulateurs n-PRPR, les manipulateurs n-RRRR et
les manipulateurs n-RRPR.

La méthode proposée se base sur le fait que l'effet de 'actionneur redondant
peut étre considéré séparément de 1I’étude de I’espace dextre de la partie sans re-
dondance de chaque patte. Elle utilise ’analogie des mécanismes & quatre barres
pour déterminer l'espace dextre des pattes basées sur l'architecture RRR. De la
méme facon, les positions extrémes sont utilisées pour déterminer l'espace dextre
des pattes basées sur ’architecture RPR. La méthode se base aussi sur le fait que
I’espace dextre d’un manipulateur parallele est 'intersection de l'espace dextre de
chacune de ses pattes.

La méthode proposée est une méthode géométrique qui se base directement sur

les dimensions des membres, le type d’architecture et les longueurs minimales et

108
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maximales des articulations prismatiques s’il y en a. Elle fournit alors une solution
exacte. En plus, cette méthode est visuelle, c’est-a-dire, le résultat de chaque étape

de la méthode peut étre visualisée graphiquement.

Résumé des contributions

La méthode proposée dans ce travail donne une solution exacte de I'aire de la
surface de P’espace dextre et de ses frontiéres. Elle fournit les suivants :

— Une représentation géométrique de I'espace dextre de chaque patte.

— Une représentation géométrique de 1’espace dextre des manipulateurs étudiés.

— La valeur de I'aire de ’espace dextre des manipulateurs étudiés.

La représentation géométrique de 1’espace dextre de chaque patte apporte plu-
sieurs avantages. Par exemple, il est plus facile de savoir quelle patte modifier pour
augmenter 1'espace dextre du manipulateur. Une représentation géométrique de 1’es-
pace dextre des manipulateurs donne de l'information sur la forme de 'espace dextre
et non juste une valeur de l'aire. La représentation géométrique de ’espace dextre
peut aussi étre utile pour un algorithme d’optimisation pour un espace dextre pres-
crit.

Finalement, la valeur de laire est importante pour quantifier I’espace dextre.
Cette quantité peut étre utilisée comme fonction objective dans un algorithme d’op-
timisation. On peut ensuite facilement le comparer avec d’autres manipulateurs et

optimiser la conception.
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Travaux futurs

Pour bénéficier des avantages de la méthode présentée dans ce travail, c’est sur-
tout dans des algorithmes d’optimisation qu’une différence de performance serait
observée. Pour ceci, il serait intéressant de comparer la méthode présentée dans ce
travail avec une méthode par discrétisation du point de vue de la performance d’un
algorithme d’optimisation.

La méthode générale présentée dans le chapitre 4 peut s’appliquer a tous les
manipulateurs paralléles plans. Il serait donc intéressant de ’appliquer & d’autres

manipulateurs paralléles plans avec redondance cinématique.
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